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Totuus matematiikassa on ajatonta, valttdimatontd, objektiivista
ja taattua. Namad ovat vahintddnkin ominaisuuksia, jotka mate-
matiikkaan yleensd yhdistetdan. Toisaalta moni meistd tuntee
ainakin yhden matemaattisen paradoksin: Russellin kaikkien
joukkojen joukko; pienin positiivinen kokonaisluku joka ei ole
maédriteltdvissd alle 65 kirjaimella; Banach-Tarski-paradoksi,
joka muuntaa yhden pallon kahdeksi palloksi, kumpikin kool-
taan identtinen alkuperdisen pallon kanssa.

1900-luvun alkuun mennessd matematiikka oli kehittynyt
moderniin muotoonsa, jossa erityisesti ddrettomyyden késite
nousi keskeiseen asemaan. Siitd nousseet paradoksit saivat mo-
nen matemaatikon - tai ainakin osan matemaatikoista - ajatte-
lemaan, ettemme voi jittdd uskon varaan sitd, ettd matematiik-
kamme ei tule johtamaan viattomien paradoksien lisdksi todel-
lisiin ristiriitoihin. Heiddn mukaansa matematiikka olisi forma-
lisoitava, oikeutettava tai kenties jopa uudelleenrakennettava
tavalla, joka tuo varmuuden sen ristiriidattomuudesta.

David Hilbert uskoi, ettd koko matematiikka tulisi formali-
soida ja redusoida sen reaaliseen ja episteemisesti vastuulliseen
osaan, jota Hilbert kutsui finitismiksi. Finitismi ei anna tilaa hal-
litsemattomille dédrettomyyksille, kuten reaaliluvut tai mitké ta-
hansa muut ylinumeroituvat joukot. Meille jdd jdljelle aritme-
tiikka - tarkalleen ottaen aritmetiikan primitiivis-rekursiivinen
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fragmentti - jonka on riitettdva koko matematiikan ristiriidatto-
muuden todistamiseen.

Intuitionismi sen sijaan sukeltaa syvélle ihmiskokemuksen
valtamereen - ei vain oikeuttaakseen matematiikkaa vaan uu-
delleenrakentaakseen sen. Suuntauksen isd on Luitzen Egber-
tus Jan Brouwer, joka tunnetaan tavallisesti vain nimikirjaimil-
laan, L.E.J. Hinen mukaansa matematiikka ei ole formaali tai
looginen tiede vaan pohjimmiltaan mentaalinen rakennelma.
Vaikka ihmisen episteeminen kapasiteetti rajoittaa tdtd raken-
nelmaa, ei se ole luonteeltaan mekaaninen vaan vapaa ja luova.
Adrettomyydet, kuten reaaliluvut, ovat osa Luovan Subjektin!
luomusta. Emme voi “ndhd&d” niitd taydelliselld tarkkuudella,
mutta emme myo6skddn tarvitse tdydellistd tarkkuutta luonnol-
lisen luvun késitteen ymmirtimiseen, ja siten meiddn ei ole ra-
joitettava matematiikkaa aritmeettiseen ajatteluun. Brouwerin
ymmarrys konstruktiivisen matematiikan alasta on titen laa-
jempi kuin Hilbertin, mutta hdnen ohjelmansa on radikaalimpi,
koska se ei pyri vain matematiikan oikeutukseen reduktion
avulla vaan matematiikan tdyteen rekonstruktioon.

Kurt Godel vaikutti sekd Hilbertin ohjelman ettd Brouwerin
oppilaan Arend Heytingin kehittdmén intuitionistisen logiikan
kehitykseen. Godelin aikaisin kiinnostuksenkohde olivat intui-
tionistisen logiikan puhtaan formaalit piirteet, mutta 1930-lu-
vulla ja 1940-luvun alussa hdn luennoi kolmesti matematiikan
konstruktiivisista perusteista. Nditd kolmea luentoa, jotka jul-
kaistiin postuumisti vuonna 1995, pidettiin aluksi ylldttavina
ottaen huomioon, ettd Godelin platonistinen ndkokulma mate-
matiikanfilosofiaan tunnettiin laajalti. Platonismia ja konstruk-
tivismia pidetddn tavallisesti toistensa vastakohtina.

1 Brouwerin kadyttima hollanninkielinen ilmaus on scheppend, ei
creatief. Ensimmadiselld sanalla on konkreettisempi merkitys, joka viit-
taa rakentamiseen tai luomiseen. Suomessa ei ole tdysin vastaavaa
erottelua, mutta ruotsin sanat skapande/kreativ kantavat samankaltai-
sia konnotaatioita.
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Godelin varhaiset luennot ovat suhteellisen formaaleja, ja ne
jattavat auki kysymyksia Godelin tarkoitusperisté ja motivaati-
osta syventyd juuri konstruktivistisiin suuntauksiin. Ongelma
ei kuitenkaan ole ldhdemateriaalin puute. Godelin Nachlass si-
sdltdd kymmenid tuhansia sivuja muistiinpanoja, joten voi-
simme paremminkin sanoa ongelman olevan materiaalin val-
tava méaard! Suurempi haaste on se, ettd Godel kirjoitti suurim-
man osan muistiinpanoistaan nk. Gabelsberger-pikakirjoituk-
sella. Pikakirjoitusjdrjestelméan oppiminen ei vastaa esimerkiksi
kyrillisten aakkosten muuttamista latinalaisiksi aakkosiksi. Pi-
kakirjoituksen, jonka muoto on foneettinen ja lyhennetty - pu-
humattakaan sadoista Siegeleistd, erikoismerkeistd, joilla kirjoi-
tetaan yleisimmin esiintyvéd sanoja - oppiminen muistuttaa pa-
remmin japanin opiskelua. Sen liséksi, ettd japanin oppija jou-
tuu muistamaan pari tusinaa hiraganaa, on hianen osattava tu-
hansia kanjeja voidakseen lukea edes pdivan lehden.

Téstd haasteesta huolimatta muutamat tutkijat ovat omista-
neet satoja ja tuhansia tunteja Godelin pikakirjoitusmuistiinpa-
nojen transkribointiin ja tulkintaan. Kesalld 2017 padatin opetella
lukemaan Gabelsberger-kirjoitusta voidakseni osallistua tdhan
hankkeeseen. Jarjestelmén oppiminen vei aikaa, mutta véahitel-
len huomasin kykenevini lukemaan Godelin matemaattisia
muistiinpanoja tyydyttdvélld nopeudella ja tarkkuudella.

Viditoskirjassani tutkin kokoelmaa erilaisia materiaaleja
1930-luvun alusta 1940-luvun alkuun rakentaakseni selkedam-
mén kuvan ja rikkaamman narratiivin tuntemamme kolmen lu-
ennon ympdrille. Kysymys, johon halusin vastata, oli: miten
Godelin aikaiset nikemykset intuitionismista ja konstruktiivi-
sista perusteista kehittyivat vuosikymmenen aikana, ja mitka
olivat hdnen syynsa tutkia tarkkaan juuri nditd kysymyksia?

Erittelen Godelin tutkimuksissa kolme tai kenties kolme ja
puoli vaihetta. Godelin aikaiset, filosofisempia luentoja edelta-
vt tulokset olivat puhtaan loogisia. Ne kehittyivdt vuosien
1931-1932 aikana ja esitettiin Wienissda Hans Hahnin logiikan
seminaarissa ja Karl Mengerin matemaattisessa kollokviossa.
Godelin ldhestymistavalle tyypillistd on, ettd se rajautuu klassi-
sen logiikan nakokulmaan. Esimerkiksi hdanen nk. negatiivinen
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tulkintansa intuitionistiselle aritmetiikalle osoittaa, ettid klassi-
sen ja intuitionistisen aritmetiikan vélilld on kdannos, joka sai-
lyttdd teoreemat - joskaan ei merkitystd, mutta tdiméan kysy-
myksen Godel siirsi vield hetkeksi sivuun.

Sekd Mengerin ettd Hahnin vaikutus on selkeésti nakyvissa
Godelin aikaisissa toissd. Hahn ei ollut vaikuttunut Brouwerin
ja Heytingin ajatuksesta asettaa intuition ei-eksakti ja “subjek-
tiivinen” késite matematiikan keskioon. Menger kritisoi Brou-
weria dogmaattisesta ndkemyksestd, jonka mukaan juuri hanen
konstruktiivinen matematiikkansa on todellista ja oikeaa. Men-
gerin mukaan on olemassa erilaisia enemman tai vihemmaén
konstruktiivisia totuuskdsitteitd, jotka eksplisiittisiksi teke-
malld voimme 16ytdd enemman tai vahemman konstruktiivisia
jdrjestelmid, joita voimme vertailla ja soveltaa eri tarkoituksiin.
Samassa hengessa Godelin negatiivinen tulkinta osoittaa, etta
klassisilla kasitteilldi on olemassa intuitionistinen tulkinta, ol-
koonkin, ettd se on hdanen omien sanojensa mukaan “jokseenkin
epédtyypillinen” (etwas abweichende). Sanokaamme esimerkiksi,
ettd olemme pddtelleet eksistentiaalisen lauseen: 3xP(x) (P ato-
milause).T4lloin Godelin tulkinnan nojalla voimme intuitionis-
tisesti péddtelld lauseen —Vx—P(x). Godel tekee johtopaatok-
sen: "Nayttdd siltd, ettd intuitionistisen kritiikin myo6td emme
menetd yhtddn mitdan [klassisesta logiikasta], vaan pdinvastoin
voimme ymmartdd tilanteen niin, ettd intuitionismissa paady-
tddn ainoastaan tiettyihin [klassisten késitteiden] uudelleentul-
kintoihin.”2

Tétd loogista vaihetta seuraavat Godelin luennot konstruk-
tiivisista perusteista vuosina 1933, 1938 ja 1941. Joulukuun 1933
luennossa “The present situation in the foundations of mathe-
matics” (Godel 1933) Godel julistaa, ettd sisallollisesti tulkittuna
klassinen matematiikka johtaa kaikenlaisiin paradokseihin ja

2 "Daraus hervorgeht, dass durch die intuitionistische Kritik gar
nichts vom klassischen Aussagenkalkiil verloren geht, sondern man
im Gegenteil die Sache so auffasst, dass im Intuitionismus nur gewisse
Uminterpretationen stattfinden.” Lainaus Gédelin muistiinpanoista
Hahn-seminaaria varten (Hameen-Anttila 2020, 52).
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vaatii tdmédn vuoksi ristiriidattomuustodistuksen, jossa kéytet-
tavat metodit ovat niin konstruktiivisia kuin mahdollista. Epé-
taydellisyysteoreemat olivat osoittaneet, ettd Hilbertin alkupe-
rdinen finitismi ei kykene edes aritmetiikan ristiriidattomuu-
den todistamiseen. Godel pyrkii 16ytamé&an seuraavaksi par-
haan vaihtoehdon: sellaisen finitismin laajennuksen, joka kyke-
nee.

Kuten Menger myos Godel uskoo konstruktiivisten jarjestel-
mien hierarkiaan, jossa jokainen jdrjestelma on seuraajaansa kon-
struktiviisempi. Hierarkian pohjana ja konstruktiivisten jdrjes-
telmien ideaalina hén pitad Hilbertin finitismid. Finitismi tayt-
tada Godelin ehdot “tiukasti konstruktiiviselle” jarjestelmalle: (i)
kaikki peruselementit ovat konkreettisia tai reaalisia, (ii) kaikki
predikaatit ovat ratkeavia ja kaikki funktiot laskettavia ja (iii)
sekd eksistentiaaliset lauseet 3xA(x) ettd negatiiviset univer-
saalilauseet —VxA(x) saavat instanssin, A(c) tai vastaavasti
—A(c) jollekin vakiotermille c.

Godel tekee selviksi, ettd intuitionistinen aritmetiikka ei ole
tiukasti konstruktiivinen jdrjestelmd. Tarkastellaan hetki sen
eksistentiaalisia ja universaaleja lauseita. Intuitionistisesti eksis-
tenssivdite 3xP(x) tulkitaan vditteeksi, ettd olemme loytaneet
jonkin ¢ siten, ettd P(c) pédtee. Negatoitu universaalivdite
—VxP(x) sen sijaan vdittdd, ettd on ristiriitaista, ettd P(x) pitee
mille tahansa x. Tamd on edellistd heikompi vdite: tieddmme,
ettd kaikki eivét voi olla P mutta emme valttdmattd ole 16yta-
neet instanssia c siten, ettd =P (c). (Esimerkiksi luonnollisia lu-
kuja on ddreton madra: emme voi vain kdyda niitd yksi kerral-
laan l&pi!)

Godel ei lilemmin piittaa téstd erosta. Kuten Hilbert ja Her-
mann Weyl - sanottakoon tdssé vaiheessa, ettd Godel ei itse lu-
kenut Brouweria ennen 40-lukua - Godel p&dtyy yksinkertai-
sesti samaistamaan eksistenssiviitteet ja negatoidut universaa-
livditteet. Tama kay jarkeen bivalenssin periaatteen hyvéksy-
vassd klassisessa logiikassa, jossa jokainen viite joko on tai ei
ole tosi, mutta ei episteemisesti suuntautuneessa intuitionisti-
sessa logiikassa.
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Miksi sitten syyttdisimme appelsiineja siitd, etteivét ne ole
omenoita? Godel uskoo, ettd tdssd tapauksessa voimme verrata
kahta logiikkaa keskenddn, nimittdin kdyttden negatiivista tul-
kintaa. Tulkinta osoittaa erityisesti, ettd jokaiseen klassiseen ek-
sistenssivditteeseen voidaan liittdd intuitionistinen negatoitu
universaalivdite siten, ettd ensimmainen on teoreema jos ja vain
jos toinenkin on. Tama ei kuitenkaan itsessddan voi olla argu-
mentti intuitionistisen logiikan konstruktiivisuutta vastaan.
Klassisesta ndkokulmasta nama kaksi véitettd sanovat saman
asian, mutta intuitionistisesta nakokulmasta, kuten juuri selitin,
niilld on eri merkitys. Godel kohtaa tdimén vasta-argumentin il-
moittamalla, ettd meilld on malli (man hat ein Modell), ja se riittaa.
Palaan tdhdn huomautukseen aivan kohta.

Toinen kriittinen argumentti intuitionismia vastaan keskit-
tyy intuitionistisen todistuksen tai rakennelman (holl. gebouw)
kisitteeseen. Godelin mukaan tdma kasite on epétarkka. Se ei
ole konkreettinen tai itsestddnselvd - tdmd on yksi merki-
tys “epétarkalle” - muttei myosk&ddn riippuvainen mistdan for-
maalista jarjestelméasta.

Godel palaa samaan aiheeseen vuonna 1938 Wienissa Edgar
Zilselin jarjestamédssd kokoontumisessa. ”Zilsel-luennossa”
(Godel 1938) Godel toistaa tiukan konstruktiivisuuden ehdot ja
intuitionismin kritiikin. T4lld kertaa han esittdd myos positiivi-
sen teesin: Hilbertin finitismi on laajennettavissa tiukan kon-
struktiivisella tavalla. Tdama laajennus perustuisi funktionaale-
hin - funktioihin, joiden méérittely- ja arvojoukko voivat koos-
tua funktioista - ja sen avulla ainakin aritmetiikan ristiriidatto-
muuden todistamisen pitdisi olla mahdollista. Godel ei kuiten-
kaan anna enempaa yksityiskohtia siitd, miten funktionaalijar-
jestelman pitédisi rakentua.

Funktionaalijdrjestelmédn kokonainen esitys 16ytyy vuonna
1941 Yalessa pidetystd luennosta ”In what sense is intuitionistic
logic constructive?” (Godel 1941). Jo otsikko vihjaa muutokseen
Godelin ldhestymistavassa ja kddnnokseen poispdin Hilbertin
ohjelmasta, joka oli mainitsemani toisen vaiheen keskeinen
konteksti. Godel puhuu edelleen ”tiukan konstruktivismin” eh-
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doista, mutta konkreettisuuden tai reaalisuuden kriteeri - tyy-
pillinen finitistinen piirre - on nyt pudotettu niiden joukosta.
Funktionaaleille perustuva tiukan konstruktiivinen jarjestelma
ei myoskéddn ole ensisijaisesti luotu ristiriidattomuustodistusta
varten. Sen tarkoitus sen sijaan on vastata otsikon kysymykseen:
se on intuitionistisen aritmetiikan tulkinta ja samalla sen kon-
struktiivisuuden todistus.

Miksi meidédn pitdisi ylipddtdan epdilld intuitionistisen logii-
kan konstruktiivisuutta? Julkaisemattomat muistiinpanot Prin-
cetonissa vuoden 1941 kevatlukukaudella pidetystad luentosar-
jasta antavat tarkemman kuvan Godelin argumentista. Ensin-
ndkin Godel antaa uuden maaritelmén konstruktiivisuudelle.
Hénen mukaansa jdrjestelmd on konstruktiivinen, jos silld on
eksistenssiominaisuus: jokainen todistuva eksistenssilause
IxA(x) on instantitoitavissa. Mainitsemani negatiivinen tul-
kinta voidaan ndhda intuitionistisen aritmetiikan ei-konstruktii-
visena tulkintana. Mutta voimmeko todistaa, ettei se ole korrekti
tulkinta? Voimme osoittaa taméan viittaamalla intuitionismin
tarkoitettuun tulkintaan esittdmalld timan tulkinnan ja osoitta-
malla, ettd se ei selvastikdan ole sama tulkinta. Tama tarkoituk-
senmukainen tulkinta, Godel kuitenkin huomauttaa, viit-
taa "todistuksen” tai “rakennelman” epatarkkaan kasitteeseen,
ja siten ei senkddn konstruktiivisuus ole itsestddnselvad.

Funktionaalijdrjestelmé&d, jota Godel kutsuu nimelld 2, kay-
tetddn uudelleentulkitsemaan intuitionistisen logiikan operaat-
torit kdyttden funktionaaleja. Koska Z-jdrjestelméssd mééritel-
man mukaisesti ainoa tapa eksistenssiviitteen todistukseen on
instanssin todistus, se on triviaalisti konstruktiivinen Godelin
oman maédritelman mukaan. Onko jarjestelma kuitenkaan ”tiu-
kasti konstruktiivinen”, kuten Godel viittda?

Keskeinen ongelma koskee funktionaalien laskettavuutta.
Funktioiden ajatteleminen joukkoina jarjestettyja pareja, jotka
koostuvat argumenteista ja arvoista, auttaa saamaan parem-
man kuvan ongelmasta. Funktiota f kutsutaan laskettavaksi, jos
on olemassa &darellinen algoritmi, joka liittdd jokaiseen argu-
menttiin x jonkin arvon y. Toisen kertaluvun funktionaali voisi
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ndyttdd esimerkiksi tdltd: laittakaamme jokaisen arvon y pai-
kalle uusi funktio f; eli joukko argumentteja ja arvoja. Voimme
tamaén jdlkeen toistaa prosessin timdn uuden funktion arvoilla
saadaksemme aikaan kolmannen kertaluvun funktionaalin ja
niin edelleen. Godelin tulkinta vaatii kaikki darellisen kertalu-
vun funktionaalit.

On selkedd, ettd ensimmadisen kertaluvun (primitiivis-rekur-
siiviset) funktiot ovat laskettavia, mutta voimmeko sanoa sa-
maa ndistd sisdkkdisistd jarjestettyjen parien joukoista?

= {1, 1) (X2, Yo do ooy (X, Yo ) oo 3
)
fi= {(x1.1:)’1,1)' (X1.2: V1,20 os X100 Vi) }
!
f1,1 = {(x1,1,1:)’1,1,1)' <x1,1,2:)’1,1,2): e (xl,l,nryl,l,n): }

7

Princeton-luennoissa Godel huomauttaa, etti on olemassa
useita mahdollisia laskettavuustodistuksia. Varhaisin - ja ainoa
- loytamani todistus 16ytyy muistikirjasarjasta nimeltd Resultate
Grundlagen pdivaykselld 1.1.1941. Godel kuitenkin muutti miel-
tddn pian timdn todistuksen jdlkeen, koska Princeton-luen-
noissa hdn kuvailee samankaltaista todistusta ja kutsuu sitd
epdtyydyttaviksi. Tatd huomiota seuraavassa yliviivatussa lau-
seessa Godel kirjoittaa, ettd on mahdollista pitdd funktionaaleja
ilman todistusta primitiivisesti laskettavina. Viimeiseksi hian
kirjoittaa, ettd laskettavuus on mahdollista todistaa konstruktii-
visesti kdyttamalld transfiniittisid ordinaaleja ja ettd hin tulee
palaamaan tdhdn todistukseen pian.

Sitd Godel ei tee. Toinen, laajempi ja fragmentaarisempi
muistiinpanojen sarja Arbeitshefte osoittaa kuitenkin, ettd vuo-
den 1941 kevailld han oli lahes tdydellisesti keskittynyt intuiti-
onistiseen logiikkaan ja matematiikkaan. Useista yrityksistd
huolimatta nayttad siltd, ettei Godel kyennyt todistamaan las-



Gddel intuitionismista ja matematiikan konstruktiivisista perusteista 447

kettavuutta tavalla, johon hdn voisi olla tyytyvdinen. Muuta-
man vuoden sisédlld matemaattiset muistiinpanot kuivuvat ko-
koon. Vuoden 1943 aikana Gédelin huomio oli jo tdysin keskit-
tynyt filosofiaan.

Tyypillistd Godelin intuitionismia ja konstruktiivisia perus-
teita koskeville toille on pyrkimys kohti tarkkuutta: kasitteiden
selventdmistd matemaattisten tulosten loytdmisen vélineena.
Vaikka Godelin muistiinpanoista ei juurikaan 16ydy tukea Go-
delin oletetulle matemaattiselle platonismille, tim& kuvio on
tuttu Platonin dialogeista. Padtydksemme totuuteen on meidan
ensin kuorittava pois kaikki harhaanjohtavat ja epétarkat ele-
mentit kdsitteen ympaériltd padstdksemme selkeddn ja tdsmalli-
seen méidritelmaan - tai toisinaan, kuten laskettavuustodistuk-
sen tapauksessa, aporiaan. Muistiinpanoissaan Godel kirjoitti
esimerkiksi Gentzenin ristiriidattomuustodistuksen olevan
ihanteellinen, koska todistukseen pdddytdan keskeisten késit-
teiden analyysilla. Vuoden 1941 luennoissa Godel taas halusi
selkeyttdd intuitionistisen logiikan operaatioiden médritelmat
todistaakseen niiden konstruktiivisuuden.

Godelin viimeiset muistiinpanot intuitionismista vuosina
1941 ja 1942 nayttavit, ettd han oli myos valmis luopumaan
klassisesta ndkokulmasta ja tarkastelemaan intuitionistista lo-
giikkaa sen omilla ehdoilla jédrjestelménd, joka on rikkaampi ja
ilmaisuvoimaisempi kuin klassinen logiikka. Han uskoi my®s,
ettd intuitionistiset metodit voisivat johtaa tuloksiin, joita klas-
sinen logiikka ei kykene todistamaan (esimerkiksi valinta-aksi-
ooman ja kontinuumihypoteesin riippumattomuustodistukset).

Vuosien 1931 ja 1942 vililld Godel onnistui tarkastelemaan
monia konstruktiivisen matematiikan ja sen perusteiden aspek-
teja Hilbertin ohjelmasta intensionaaliseen ja epdformaaliin in-
tuitionistiseen matematiikkaan. Jo aikaisissa tdissd ja muistiin-
panoissa tunnistamme Godelin myshemmaén pluralismin ja ha-
nen kiinnostuksensa moniin eri tutkimussuuntiin ja teorioihin,
joihin hin syventyi kokeellisella asenteella olettaen teorian to-
deksi johtaakseen siitd seurauksia. Han tuntui uskovan, ettd jo-
kaisella filosofisella ndkemykselld on jotain tarjottavaa, ettd
suurin osa kysymyksistd on kysymisen arvoisia. Vaitoskirjani
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tarkoitus oli tarkastella Godelin tutkimuksia intuitionismin ja
finitismin parissa. Toivon, ettd olen onnistunut piirtdmé&&n siind
tarkemman kuvan yksistd Godelin monista kasvoista.
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