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JOUKKOJEN JA FUNKTIOIDEN ERITYISPISTEISTA

Raimo Voutilainen

JOUKOT

Jos joukolla ei ole algebrallista tai topologista
rakennetta, sille on hieman vaikea kuvitella eri-
tyispisteitd. Algebrallinen struktuuri tuo muka-
naan laskutoimituksen tai parikin laskutoimitus-
ta, ja niiden avulla voidaan mairitelld joukon
laskutoimituksen suhteen neutraalialkio, jota
voidaan hyvin kutsua erityispisteeksi. Tunne-
tusti nolla on yhteenlaskun neutraaliako ja yk-
konen kertolaskuin neutraalialkio, kunhan 0/1
kuuluvat annettuun joukkoon. Yhteenlasku on
madritelty mm. puoliryhmissd, ryhméssd ja
Abelin ryhméssi laskutoimituksen ominaisuuk-
sien lisddntyessa tdssd jarjestyksessd, ja toisena
laskutoimituksena mukaan tulee kertolasku
mm. renkaissa ja kunnissa, ja sen ominaisuudet
lisddntyvat edellisestd jidlkimmadiseen siirryt-
tdessd. Nolla on oikeastaan myds kertolaskun
erityispiste, vaikka ei olekaan neutraalialkio.
Nollahan ’mitét6i” eli nollaa toisen kerrottavan,
on se mikd hyvénsa.

Topologinen struktuuri johtaa lukuisiin jou-
kon erityispisteisiin. Ne perustuvat avoimen
joukon késitteeseen, joka on topologian perus-
késite. Erityispisteitd ovat mm. joukon sisépis-
te, ulkopiste, reunapiste, kasautumispiste, kos-
ketuspiste ja erakkopiste. Piste on joukon (tar-

kemmin sanottuna topologisen avaruuden os-
ajoukon) sisdpiste, jos silld on avoin ympéristo,
joka kokonaisuudessaan sisdltyy joukkoon. Pis-
te on taas joukon ulkopiste, jos silld on avoin
ymparistd, joka kokonaisuudessaan sisidltyy
joukon komplementtiin. Piste on joukon reuna-
piste, jos se ei ole sen sisd- eikd ulkopiste. Jou-
kon kasautumispisteelld tarkoitetaan sellaista
pistettd, jonka jokaisessa ymparistdssd on jokin
toinen joukon piste. Topologisen avaruuden X
osajoukon A kosketuspisteelld tarkoitetaan sel-
laista pistettd x € X, ettd kaikki pisteen x ym-
péristot sisdltavét ainakin yhden A:han kuulu-
van pisteen. Pisteen x ei ole vélttimétonta kuu-
lua A:han. Jokainen kasautumispiste on samalla
kosketuspiste, mutta joukolla saattaa olla myds
erakkopisteitd, jotka kuuluvat joukkoon ja ovat
myos sen kosketuspisteitd, mutta eivét kasau-
tumispisteitd. Tdmédn osoittaminen on helppo
harjoitustehtdva lukijalle.

Sumeiden joukkojen teoriassa joukkoon tdydel-
lisesti kuuluvien pisteiden (kuulumisaste 1) ja
tdysin kuulumattomien pisteiden (kuulumisaste
0) voidaan katsoa olevan ko. joukon erityispis-
teitd.
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FUNKTIOT

Seuraavassa kasitellddn funktioiden erityispis-
teitd, joita voidaan madritelld todella lukuisasti.
Otamme esille seuraavat: Adriarvopisteet,
kddnnepisteet, jatkuvuuspisteet, derivoituvuus-
pisteet, singulaaripisteet, analyyttiset pisteet,
kiintopisteet ja tasapainopisteet.

Yhden muuttujan funktioiden ddriarvopisteitd
(maksimit ja minimit) ja kddnnepisteitd kasitel-
ladn lukion matematiikan kurssissa. Oleellinen
kysymys minimin tai maksimin haussa on se,
onko 10ydetty piste lokaali vai globaali dériar-
vokohta vai ei kumpaakaan. Ensimmadisen de-
rivaatan nollaantuminen ja toisen derivaatan
merkkitarkastelu tulevat avuksi, jos funktio on
ko. pisteessd ylipddnsd derivoituva eli differen-
tioituva. Toinen derivaatta paljastaa télloin
myds kidnnepisteen olemassaolon. Adriarvo-
tehtdvd monimutkaistuu, jos funktio ei ole jos-
sakin pisteessd jatkuva tai derivoituva. Yhden
muuttujan skalaarifunktion tapauksessa &dariar-
vojen haku perustuu paljolti derivaatan nolla-
kohtien hakuun. Funktio voi tunnetusti olla
jossakin pisteessd jatkuva, mutta ei derivoi-
tuva. Kaiyvén alueen reunat ym. erityispisteet
tutkitaan erikseen. A#riarvojen hakuun on my®os
numeerisia menetelmid, kuten Newtonin mene-
telmé. Newtonin algoritmi suppenee (mahdolli-
sesti lokaaliin) ddriarvopisteeseen yleenséd hyvin
nopeasti.

Pistettd, jossa funktio ei ole rajoitettu eli jossa
funktio saavuttaa mielivaltaisen suuren tai pie-
nen arvon, kutsutaan usein funktion singulaari-
pisteeksi. Kompleksimuuttujan funktion ta-
pauksessa piste on myds erityispiste, kun funk-
tio on siind derivoituva, ts. kompleksinen deri-
vaatta on olemassa ko. pisteessa.

Useamman muuttujan funktioiden &diriarvojen
haku kuuluu yliopiston matematiikan opintoi-
hin. Skalaarifunktion tapauksessa funktion de-
rivaatan yleistyksend toimii vektoriarvoinen
gradientti, joka koostuu funktion osittaisderi-
vaatoista. Gradientin yhtyesséd nollavektoriin on
16ydetty ehdokas ddriarvoksi siististi kdyttayty-
vin funktion tapauksessa. Kdyvén alueen reunat
ym. erityispisteet tutkitaan tissdkin tapauksessa
erikseen. Toisen derivaatan yleistyksend on
Hessen matriisi. jonka ominaisuuksista voidaan
tehdd péidtelmid mahdollisen diriarvon luon-
teesta. Useamman muuttujan vektoriarvoisen
funktion tarkastelu mutkistuu edelleen. Airiar-
votehtévi on tilléin monitavoite-optimointiteh-
tdva. Gradientin yleistyksend toimii nyt Jacobin
matriisi, joka koostuu funktion kaikkien osa-
komponenttien kaikista osittaisderivaatoista.
Jacobin matriisia kéytetddn &ériarvojen haun
lisdksi monissa muissa numeerisen matematii-
kan sovelluksissa kuten esim. yhtdloryhmien
ratkaisemisessa. Useinkaan sellaista pistettd
(vektoria) ei 10ydy, joka olisi haettu &iriarvo-
kohta kaikkien optimoitavan funktion kompo-
nenttien osalta. Télloin joudutaan tyytymiin
kompromissiin.

Olkoon f kuvaus joukolta A joukolle A. Piste
x € A on funktion f kiintopiste, jos f(x) = x.
Kiintopiste ei ole aina yksikésitteinen, vaan
kiintopisteitd voi olla jopa ddreton maarad. Toi-
saalta kiintopisteitd ei yleisessd tapauksessa
tarvitse olla lainkaan. Kiintopistelauseet kerto-
vat kiintopisteen tai -pisteiden olemassaolosta
tiettyjen ehtojen vallitessa. Kiintopiste mééritel-
lddn usein Euklidista avaruutta yleisemmissé
avaruuksissa kuten Banachin avaruudessa tai
Hilbertin avaruudessa, joskus jopa yleisessé
topologisessa avaruudessa, jossa ei ole mairi-
telty etdisyyttd (Raj ja Piramatchi, 2020).
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Olkoon edelleen H reaalinen Hilbertin avaruus
ja olkoon C epétyhjid, suljettu ja konveksi H:n
osajoukko. Olkoon B kuvaus C X C — R, mis-
s& R on reaalilukujen joukko. Tasapaino-
probleemassa kuvaukselle B: C X C - R on
16ydettdvd joukon C piste x, jolle toteutuu
B(x,y) >0V y € C. Jos tillainen x 16ytyy, sitd
kutsutaan B:n tasapainopisteeksi.

ERAITA ERITYISPISTEIDEN SOVEL-
LUKSIA

Aluksi kisittelemillimme joukkojen algebralli-
silla ja topologisilla erityispisteilld ei ole suoria
sovelluksia. Ne ovat sen sijaan tdysin funda-
mentaalisia elementtejd matematiikassa.

Funktioiden erityispisteistd &iriarvojen haulla
on lukemattomia sovelluksia eri toimialoilla,
kuten arvata saattaa. Lineaarisella optimoinnilla
on runsaasti sovelluksia mm. tuotannon suun-
nittelun alalla, ja viimeisen parinkymmenen
vuoden aikana epélineaarisen optimoinnin tut-
kimus on lisddntynyt ja sovelluskohteet laajen-
tuneet.

Kéytdnnossd &ddriarvojen haussa voidaan har-
voin edetd laskemalla funktion derivaattoja tai
osittaisderivaattoja, ja funktion arvojakaan ei
vélttdmattd tunneta kaikissa pisteissd. Télloin
on kiytettdvd numeerisia menetelmid. Niitd on
sovellettu moniin tieteellisiin ja teknisiin on-
gelmiin. Esimerkkeji ovat silta- ja lentokonera-
kenteet (laskennallinen fysiikka ja laskennalli-
nen nesteiden dynamiikka), sddennustukset, il-
mastomallit, molekyylianalyysi ja molekyylien
suunnittelu (laskennallinen kemia) ja 6ljyesiin-
tymien etsintd. Itse asiassa supertietokoneita
kiytetddn jatkuvasti numeerisen analyysin so-
velluksiin.

Tdmén seurauksena tehokkuudella on suuri
merkitys, ja teoreettisesti tdsmaéllisen menetel-

méan voi joskus korvata nopeampi heuristinen
menetelmd. Hyvand esimerkki on kauppamat-
kustajan probleema, jonka todistettavasti oikean
ratkaisun etsiminen on ldhes varmasti mahdo-
tonta kohtuullista kokoa suuremmilla 1&htétie-
doilla. Kauppamatkustajan probleema onkin
kuuluisa esimerkki ongelmista, joita kutsutaan
NP-tdydellisiksi. Ndiden ongelmien polynomi-
sen ratkaisun olemassaolo on yleisessd tapauk-
sessa teoreettisesti avoinna mutta sen 16ytymis-
td pidetddn &ddrettomédn epdtodennidkdisend
(Voutilainen, 1981, 1982). Yleisesti numeeri-
sessa analyysissd kéytetddn empiirisid tuloksia
uusien menetelmien ja ongelmien tutkimiseen,
mutta tietenkin siind my0s sovelletaan mate-
maattisia aksioomia, lauseita ja todistuksia.

Kiintopisteprobleemassa on ensinnékin selvitet-
tdvd, onko annetulla funktiolla kiintopiste tai
kiintopisteitd, ja jos on, miké tai mitkd ne ovat.
Samoin médritellddn tasapainoprobleema.

Kiintopisteprobleemoilla ja tasapainoproblee-
moilla on erddnlainen dualistinen suhde, silld
ratkaisemalla tasapainoprobleeman ratkaisee
usein samalla vastaavan kiintopisteprobleeman
(Voutilainen, 2023a). Nash on kéyttinyt legen-
daarisissa peliteoriaa késittelevissd toissdin
(Nash 1950, 1951) todistuksissa Browerin ja
Kakutanin kiintopistelauseita.

Kiintopisteteorialla on runsaasti mielenkiintoi-
sia sovelluksia sekd vakuutusalalle ettd ylei-
semmin finanssialalle, ks. Voutilainen (2023Db).
Néitd ovat mm.

riskiteoreettiset arviot ja riskimallinnus
vakuutusmarkkinoiden dynamiikka
talletusvakuutus

sadstovakuutuksen hinnoittelu
vakuutuksen sddtoteoreettiset aspektit

hoivavakuutus



ARKHIMEDES 1/2023

vahinkovakuutuksen hinnoittelu
optimointikysymykset kotitaloudessa
jélleenvakuutuspeli

finanssisysteemit

dynaamiset systeemit
pankkiverkostot

sovellukset rahoituksen teoriothin

Kiintopistelauseet ovat térkeitd sekd matematii-
Kiinto-
pistealgoritmit, jotka perustuvat kiintopisteen

kan teorian ettd sovellusten kannalta.

etsinnélle, ovat tirkeitd numeerisessa matema-
titkkassa ja mm. optimoinnissa. Kiintopistealgo-
ritmeja voidaan kéyttdd mm. epélineaarisen op-
timoinnin gradienttimenetelmdn tukena, kuten
Jung (2017) on osoittanut.

Tasapainomalleilla on my0s runsaasti vakuutus-
sovelluksia (ks. Voutilainen, 2022), mm. vakuu-
tusmarkkinoiden tasapaino, jélleenvakuutus,
asymmetrisen informaation asettamat haasteet
vakuutusmarkkinoilla, epdsuotuisa vakuutetta-
vien riskien valikoituminen, monopolistiset /
kilpaillut vakuutusmarkkinat, talletusvakuutus,
moraalikato, Internet, signalointi, mainekysy-
mykset, lineaarinen tasapaino ja Nashin tasa-
paino. Taloudellisia tasapainomalleja kdytetdan
toki muillakin kuin vakuutusmarkkinoilla. Ta-
sapainoteoria on ldheistd sukua ja oikeastaan
osittain jopa pédllekkdinen peliteorian kanssa.
Peliteoria on myos velkaa kiintopisteteorialle
(esim. Nash, 1950, 1951)

Seuraava teoreema on kiintopisteteorian ja sa-
malla tasapainoteorian kulmakivia:

Banachin kiintopistelause. (Banach, 1922.)
Olkoon (X,d) epityhja tdydellinen metrinen
avaruus ja olkoon f : X — X avaruuden X kont-
raktio, toisin sanoen on olemassa reaaliluku

0 < g < 1 siten, ettd d(f(x), f(y)) < qgd(x,y)

kaikilla x,y € X. Talloin kuvauksella f on tés-
maélleen yksi kiintopiste a. Lisdksi kyseinen
kiintopiste voidaan 10ytdd seuraavasti: Olkoon
Xxo avaruuden X mielivaltainen piste. Médritel-
ld4n lukujono x, = f(x,_;), n = 1,2,3,... Tdmi
jono suppenee kohti kiintopistettd a.

Huomattava osa kiintopisteteorian tutkimukses-
ta viime aikoihin saakka on ollut matematiikan
tutkimukselle tyypilliseen tapaan selvittda,
kuinka paljon ja miten Banachin kiintopiste-
lauseen oletuksia voidaan lieventdd niin ettd
kiintopisteen olemassaolo ja etsintdalgoritmin
validiteetti sdilyvét. Kontraktion olemassaoloa
lievempid késitteitd luettelee mm. Voutilainen
(2023a), s. 96. Iteroivat menetelmét Banachin
kiintopistelauseen mallin mukaan ovat suosittu-
ja kiintopiste- ja tasapainoprobleemojen ratkai-
sussa.
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