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Konforminen Sobolev-kohomologiateoria ja sen
sovelluksia

[lmari Kangasniemi

Kvasisdadnnollisten ja muiden avaruutta
rajoitetusti vaaristelevien kuvausten tutki-
muksessa on jo pitkddn yhdistelty analyy-
sin ja topologian tyokaluja. Yhtena ilmen-
tyména tastd olen viime aikoina péaatynyt
soveltamaan konformista Sobolev-de Rham
-kohomologiaa alan tutkimukseen. Konfor-
misen kohomologian perusideat on tunnet-
tu jo Donaldsonin ja Sullivanin kvasikon-
formisista 4-monistoista kirjoittamassa ar-
tikkelissa [3], mutta konformikohomologian
suora kaytto on silti ollut rajallisempaa en-
nen teorian viimeaikaisia sovelluksia. Esit-
telen téassé kirjoitelmassa lyhyesti, mista
konformisessa kohomologiassa oikein on ky-
se ja mitd sen avulla on ldhivuosina saavu-
tettu.

De Rhamin lause

Algebrallinen topologia pyrkii erottelemaan
topologisia avaruuksia algebran keinoin.
Téssé ideana on esimerkiksi yhdistdd jo-
kaiseen topologiseen avaruuteen X ryhma
G(X), ja jokaiseen jatkuvaan kuvaukseen
f: X — Y homomorfismi f.: G(X) —
G(Y) siten, ettéd konstruktio séilyttad funk-
tioiden yhdistamisen ja identtiset kuvauk-
set. Konstruktiosta seuraa, ettd homeomor-
fismi h: X — Y indusoi isomorfismin

he: G(X) — G(Y). Jos siis jotenkin saa-
daan padteltyd, ettd G(X) ja G(Y) eivit
ole isomorfiset, saadaan osoitettua, ettd X
ja Y eivit ole keskendédn homeomorfiset.

Yksi tunnetuimpia esimerkkeja taméan-
laisesta  konstruktiosta singulaa-
riset  homologia- ja  kohomologiaryhmdt
Hi(X;K) ja H¥(X;K), missi k& on ei-
negatiivinen kokonaisluku ja K on kerroin-
rengas, kuten esimerkiksi Z tai R. Nama
ryhméat ovat K-moduleja, jotka tietyssa
mielessé laskevat k-ulotteisia reikid anne-
tussa avaruudessa X . Eritoten tapauksessa
K = R ryhmét Hy(X;R) ja H*(X;R) ovat
vektoriavaruuksia, joiden dimensio vastaa
avaruuden X k-ulotteisten reikien ma#raa.

ovat

Esimerkiksi jos X = R" \ {z1,..., 2},
missd,  pisteet x; ovat erillisid, niin
Hoo(X52) = HY(X3Z) = Z' ja

H, 1(X:R) =~ H" ' (X;R) = R..

Jokaiseen jatkuvaan kuvaukseen f: X —
Y voidaan liittdd homologiaryhmien va-
linen kuvaus f.: Hp(X;K) — Hp(Y;K).
Kohomologian tapauksessa sen sijaan
saadaan  vastakkaissuuntainen  kuvaus

. H¥(Y;K) — H*X;K). Indusoitujen
kuvausten ominaisuuksista seuraa, etté
jos avaruuksien X ja Y homologia- tai
kohomologiaryhmét eivat ole keskenadn
isomorfisia, niin talloin X ja Y eivit ole
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homeomorfiset. Kohomologia-avaruuksilla
voidaan lisaksi maaritella nk. kuppitulo U,
joka tekee H*(X;K):sta renkaan.

Klassinen de Rhamin lause kertoo, etta
jos avaruus X on siled monisto M, niin ko-
homologiaryhmit H*(M;R) voidaan myos
itse asiassa konstruoida téysin analyysin
avulla. T#td varten olkoon C°°(A*T*M)
sileiden k-differentiaalimuotojen avaruus
M:1la. Téalloin differentiaalimuotojen ulko-
derivaatta antaa kuvausjonon

{0} = C®(A’T*M) L (AT M) S ..

missa dod = 0. Moniston M k:nnes de Rha-
min kohomologia on talldin tekijavektoria-
varuus

Hng(M) = ker(dy)/im(dy_1),

missa d;:114 merkitddn sileiden z-muotojen
ulkoderivaattaa. Liséksi kohomologian kup-
pitulo saadaan itse asiassa muotojen ulko-
tulosta kaavalla [wi] U [wa] = [w1 A wy, ja
jos f: M — N on siled kuvaus, niin ku-
vaus f*: H®*(N;R) — H*(M;R) saadaan
suoraan differentiaalimuotojen pullback-
kuvauksesta kaavalla f*[w] = [f*w].

De Rhamin lauseen mukaan H4; (M) ja
H*(M;R) ovat siten luonnollisella taval-
la isomorfiset sekd vektoriavaruuksina etta
renkaina. Nain ollen analyysin avulla kon-
struoitu HE, (M) oikeasti laskeekin avaruu-
den topologista ominaisuutta.

Siirtyminen Sobolev-

teoriaan

De Rhamin kohomologia soveltuu erinomai-
sesti sileiden kuvauksien topologisten omi-
naisuuksien tutkimiseen. Mutta enté jos ku-
vaus f ei olekaan siled?

Osoittautuu, ettd vastaavanlaisen teo-
rian pystyy konstruoimaan myos Sobolev-
saannollisille differentiaalimuodoille. Nimit-
tdin jos w on lokaalisti integroituva mi-
tallinen k-muoto n-monistolla M, niin sen
heikko ulkoderivaatta dw voidaan méaaritella
vaatimalla, etta

[ awnn=apn [

M
kaikilla kompaktikantajaisilla sileilld (n —
k — 1)-testimuodoilla 7.

Heikon ulkoderivaatan avulla saadaan ai-
kaiseksi muodoille Sobolev-avaruus: méa-
rittelemme, etti w € WaPI(AFT*M) (tai
w € WEPY(ART* M), jos funktio |w| on (lo-
kaalisti) LP-integroituva, ja w:lla on heik-
ko ulkoderivaatta dw jolle |dw| on (lokaa-
listi) Li-integroituva. Heikoille ulkoderivaa-
toille patee aina ddw = 0, ja siten voim-
me muodostaa samanlaisen ketjukomplek-
sin kuin siledssa tapauksessa:

w A dn

{0} = Wt (AT M)
i> mﬁ’pl’pQ(AlT*M)

C

d
— ...,

missa eksponentit py ovat jotain reaaliluku-
ja valilta [1, oo].

Osoittautuu, ettd Sobolev-versio téasta
de Rhamin kompleksista tuottaa tietty-
jen ehtojen toteutuessa taysin identtiset
kohomologia-avaruudet kuin siled versio.
Tamén taustalla on sama koneisto joka to-
distaa alkuperiisen de Rhamin lauseen: ni-
mittain lyhteet ja lyhdekohomologia, joiden
yksityiskohtiin emme suuremmin ehdi pa-
neutua téssa kirjoitelmassa. Koneisto vaa-
tii muutamia ehtoja avaruuksiltamme, jois-
ta yksi on se, ettd jonomme avaruudet ovat
oleellisesti lokaalisti maériteltyja. Globaa-
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lien avaruuksien WaPkPk+L(AFT*M) Kiyt-
tdminen néet johtaa taysin erilaiseen teo-
riaan, jossa kohomologia-avaruuksien laske-
minen on huomattavasti hankalampaa, jos
M on epakompakti.

Toinen kriittinen ehto sille, ettd saataisiin
samat kohomologia-avaruudet kuin siledssé
tapauksessa, palautuu lopulta siihen, etta
eksponenteille p, péatee differentiaalimuoto-
versio Sobolev-Poincarén epdyhtaldsta:

lw — WD”LPk < Cpyprsr.D ”dW”LPkH(D) ,
missd D on riittavan siled rajoitettu R™:n
alue, w € WoPPL(ARD) ja wp €
dWePePe(AR=1DY on w:sta riippuva muo-
to. Tama epayhtilo pidtee eksponenteille
Pk, Prk+1 € (1,00), jos ne toteuttavat ehdon
p,;l +n7t> p,;il. Rajaeksponenteilla p, =
o0 ja pgr1 = 1 kuitenkin vaaditaan hie-
man vahvempi ehto p; ' +n~! > p. !, Yk-
sityiskohtainen késittely muotojen Sobolev-

Poincarén epayhtalosta 16ytyy mm. artikke-
lista [5].

Konforminen kohomolo-
gia ja kvasisaannolliset

kuvaukset

Jos M, N ovat reunattomia suunnistettu-
ja Riemannin n-monistoja, niin jatkuva
Sobolev-kuvaus f € W,.™(M, N) on kvasi-
sadnnollinen, jos se toteuttaa epayhtilon

IDfI" < Ky
melkein kaikkialla, missdé K € [1,00) on

vakio. Ehto on yleistys holomorfisuudes-
ta ja johtaa teoriaan, jossa on vastineita

useille kompleksianalyysin lauseille. Diffe-
rentiaalimuotojen kannalta kriittisin kvasi-
sdannollisten kuvausten ominaisuus on, et-

td jos f: M — N on kvasisdannéllinen ja
w e LYF(AFN), niin f*w € LF(AFM). Li-
siksi jos w € T/Vlicn/k /D (ART*NY | niin
ffdw = df*w. Siten luonnollisimmin kva-
sisadnnollisiin kuvauksiin sopiva Sobolev-
de Rham -kohomologiateoria kayttaa eks-

ponentteja pp = n/k.

Nama eksponentit py n/k toteutta-
vat juuri ja juuri edelldmainitun Sobolev-
Poincarén epéyhtdlon kun k£ € {1,...,n —
2}. Rajaeksponenteilla py = oo ja p, = 1
epayhtalo ei kuitenkaan aivan toimi. Té-
ta ongelmaa voi kuitenkin halutessaan ryh-
tya korjaamaan hyodyntamalla kvasisdan-
nollisten kuvausten korkeampaa integroitu-
vuutta: jos f on kvasisééinnéllinen, niin it-
se asiassa f € W,oP(M, N) jollekin p > n.
Téaméan avulla on mahdollista laajentaa tai
supistaa joitakin LP-integroituvuusehtoja
kompleksissa hieman, ja silti pysya luokas-
sa joka sdilyy kvasisaannollisten kuvausten
pull-backissa. Esimerkkeja téallaisista muok-
kauksista 10ytyy artikkeleista [3] ja [9]. Ar-
tikkelin [3] muokkaukset séilyttévit myos
sen ominaisuuden, ettd kohomologian kup-
pitulo U saadaan laskettua muotojen ul-
kotulolla A. Toisaalta artikkelin [9] muok-
kaukset siilyttavit I/Vld n/kn/ (D) _gvaruudet
muuttumattomina mahdollisimman suures-
sa osassa kompleksia.

Naitd muokattuja Sobolev-de Rham -ko-
homologiateorioita voidaan kollektiivisesti
kutsua konformisiksi kohomologiateorioiksi,
ja niiden yhteispeli kvasisadnnollisten ku-
vausten kanssa on suunnilleen yhta suju-
vaa kuin alkuperédisen de Rhamin kohomo-
logian yhteispeli sileiden kuvausten kanssa.
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Erittelemme nyt tdmén kohomologian so-
velluskohteita kvasisddnnollisten ja muiden
samankaltaisten kuvausten tutkimuksessa.

Kvasisaannollinen elliptisyys

Jos kvasisadnnollinen kuvaus f: M — N
on ankara (engl. “proper”), eli jos f'K
on kompakti jokaiselle kompaktille K C
N, niin pull-backille f*: LM*(AFN) —

loc
LYF(AEM)  voidaan mééritelli  toispuo-

leinen kiiénteiskuvaus f,: LF(AFM) —

loc

LYF(AEN) siten, etti fod = df, ja fof* =
id. Talloin erityisesti f*: H*(N;R) —
H*(M;R) on injektiivinen. Huomattavaa
on, ettéd jos M and N ovat suljettuja monis-
toja (eli kompakteja reunattomia monisto-
ja), niin f on automaattisesti ankara. Teo-
ria antaa siten valittoméan rajoitteen suljet-
tujen monistojen vilisille kvasisaannéllisil-
le kuvauksille: sellainen kuvaus f: M — N
voi olla olemassa vain, jos H*(N;R) on iso-
morfismia vaille H*(M;R):n aliavaruus.

Teorian soveltaminen tulee kuitenkin
huomattavasti hankalammiksi kun M on
epakompakti, silla téalloin kuvauksesta f* ei
pysty suoraan sanomaan mitddn samankal-
taista kuin suljettujen monistojen tapauk-
sessa ilmeneva injektiivisyys. Téassd kon-
tekstissa eniten tutkittu kysymys on, et-
td mille yhtenéisille kompakteille suun-
nistetuille monistoille N on olemassa va-
kiosta poikkeava kvasisddnnollinen kuvaus
f:R® — N. Talloin N:n sanotaan olevan
kvasisadnnollisesti elliptinen.

Merkittdvia kohomologisia rajoitteita
kvasisaannollisesti elliptisille monistoille
ovat osoittaneen ensin Bonk ja Heinonen
[2], ja sittemmin Prywes [11]. Prywe-
sin vihdoin saavuttama tulos on, etté

jos N on kvasisddnnollisesti elliptinen,
niin  kohomologia-avaruus H*(N;R) on
H*(T"; R):n vektorialiavaruus, missa T" on
n-torus. Naissa tuloksissa ei ole suoraan
kéytetty Sobolev-kohomologiateorioita,
mutta Sobolev-kohomologian perusideat
ovat silti huomattavassa roolissa todistuk-
sissa.

Tasaisesti kvasisaannolliset ku-
vaukset

Sobolev-kohomologian hyoédyt tulevat sel-
vemmin ilmi tutkittaessa tasaisesti kva-
sisaannollisia kuvauksia. Kvasisdannollinen
itsekuvaus f: M — M on tasaisesti kva-
sisddannollinen, jos sen jokainen iteraatti
fofo---of on K-kvasisaannollinen samalla
K:n arvolla. Taméa on huomattavasti taval-
lista kvasisaannollisyytta vahvempaa, silla
tavallista kvasisdannollistd kuvausta iteroi-
dessa parhaan mahdollisen K:n arvo yleen-
sd kasvaa.

Jos M on suljettu suunnistettu yhte-
ndinen Riemannin n-monisto, niin sanom-
me sen olevan tasaisesti kvasisdainnollises-
ti elliptinen, jos loytyy vakiosta poikkea-
va epainjektiivinen tasaisesti kvasisaannol-
linen f: M — M. Tama ominaisuus on l&-
heisesti kytkoksissé kvasisaannélliseen ellip-
tisyyteen: jokainen tasaisesti kvasisaannol-
lisesti elliptinen monisto on kvasisdannolli-
sesti elliptinen.

Konformisen kohomologian soveltami-
nen tasaisesti kvasisadnnollisen elliptisyy-
den tutkimiseen alkoi yhteisprojektissani
Pankan kanssa [9], ja jalostui edelleen kah-
dessa my6hemmaéssé julkaisussa [7, 6]. Teo-
rian kulminaationa 16ytyi ensimmaéainen ra-
joite, joka osoittaa tasaisesti kvasisdannol-

16



ARKHIMEDES 1/2023

lisen elliptisyyden olevan aidosti kvasisédan-
nollista elliptisyytta voimakkaampi ominai-
suus. Rajoite, joka ratkaisi tdmén, on seu-
raava [6]:

Lause 1. Olkoon M suljettu yhtendi-
nen suunnistettu Riemannin n-monisto.
Jos M on kvasisidinnollisesti elliptinen,
niin H*(M,R) on algebraisomorfismia vail-
le R™:n ulkoalgebran N*R™ alialgebra. Lisdik-
st tamd alialgebra on suljettu R™:n standar-
din Cliffordin tulon suhteen.

Viimeinen Cliffordin tuloon liittyvé omi-
naisuus osoittautuu suureksi erontekijaksi
kvasisdannollisen ja tasaisesti kvasisaannol-
lisen elliptisyyden vélilla. Nimittdin Rick-
man [12| on osoittanut, ettd monisto M =
(S? x S?)#(S? x §?) on kvasisadnnollisesti
elliptinen. Clifford-tuloon perustuva rajoite
taas osoittaa, ettd M ei voi olla tasaisesti
kvasisdannollisesti elliptinen.

Tulokset perustuvat vahvasti siihen, etta
tutkitaan itsekuvauksen f*: H¥(M;R) —
HY(M;R) ominaisarvoja. Kohomologiaan
indusoitu kuvaus f* mnéet osoittautuu
kompleksisesti diagonalisoituvaksi, ja siten
kohomologia-avaruudelle 16ytyy kompleksi-
nen kanta kuvauksen f* ominaisvektorei-
ta. Toinen avain todistukseen on tutkia
muotoja, joilla on minimaalinen L™/*-normi
kohomologialuokassa; nama muodot ovat
p-harmonisia arvolla p n/k. Eritoten
jos minimointi tehddén oikean f-invariantin
(mitallisen) metriikan g; suhteen, niin f*
itse asiassa kuvaa minimoivat muodot toi-
sille minimoiville muodoille. Seuraa, etta
jokainen kompleksinen konformikohomolo-
gian ominaisvektoriluokka ¢ € H*(M;R) ®
C tuottaa kompleksikertoimisen muodon
w € LY*ANMT*M @ C), jolle f'w = Aw.

Tulokset seuraavat ndiden muotojen saén-
nollisyysominaisuuksien tutkimisesta.
Todistus itse asiassa johtaa lopulta tilan-
teeseen, jossa tasaisesti kvasisddnnollises-
ti elliptiselld monistolla metriikan g; suh-
teen (n/k)-harmoniset k-muodot muodos-
tavat algebran. Taméa on hyvin yllattava ja
rajoittavalta vaikuttava ominaisuus: muo-
tojen (n/k)-harmoninen yhtalé on epéline-
aarinen kun k # 2, mutta tasaisesti kva-
sisaannollinen kuvaus silti pakottaa ratkai-
sut sailyméan yhteenlaskussa. Taméa myos
paljastaa yhteyden Kotschickin [10] mé&é&rit-
telemiin geometrisesti formaaleihin momnis-
tothin, jotka ovat monistoja, joilla on met-
riikka g, jonka suhteen harmoniset muodot
muodostavat algebran. Koska todistetut ko-
homologiset rajoitteet seuraavat itse asiassa
téysin néista (n/k)-harmonisten muotojen
sdailymisominaisuuksista, ollaan siis paadyt-
ty jonkinlaiseen konformivastineeseen geo-
metrisesti formaalien monistojen teorialle.

Aarellisen vaannon kuvaukset

Alkuvuodesta valmistuneessa yhteisprojek-
tissa Onnisen kanssa on myos 16ytynyt so-
vellus konformiselle kohomologialle darelli-
sen vdannon kuvausten teoriassa [8]. Ad-
rellisen vdadnnon kuvaus f: M — N on
kvasisdannollisen kuvauksen yleistys, joka
toteuttaa muutoin saman ehdon |Df|" <
K J¢ melkein kaikkialla, mutta tilla kertaa
K: M — [1,00) on mitallinen kuvaus. A#-
rellisen vadnnon kuvauksien teoria on hyvin
samankaltainen kuin kvasisdannéllisten ku-
vausten, mutta tulokset vaativat jonkin mi-
nimioletuksen K':n integroituvuudesta, ku-
ten esim. K? € Ll (M) tai exp(pK) €
L. (M) jollakin tietylld p € (0,00).

Sovelluksen mielenkiinto on kuitenkin sii-
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né, etta se avaa osan darellisen vaannon ku-
vausten teoriaa, jolle ei ole varsinaista kva-
sisadnnollisten kuvausten vastinetta. Keski-
tymme tuloksessa nk. monotonisiin aarel-
lisen vaannon kuvauksiin: jatkuva kuvaus
f: M — N on monotoninen, jos f~{y} on
yhtendinen kaikilla y € N. Vakiosta poik-
keava monotoninen kvasisddnnéllinen ku-
vaus on aina homeomorfismi. Sama pétee
monotonisille dérellisen vaannon kuvauksil-
le f € WE (R R"), jos K"! € LL_(R").
Tata pienemmilld eksponenteilla kuitenkin
herdd seuraava kysymys: millaisia mono-
tonisen &ddrellisen vadnnon kuvaukset pis-
tealkukuvat f~'{y} voivat olla kun K? €
L. (R™) jollakin p < n — 17

Alkupisteen téssa antaa Henclin ja Malyn
tulos [4], jonka mukaan annetulla g € (0, n—
1] saamme, ettd f~!{y}:n Hausdorff ¢-mitta
hivids, jos K9/ ¢ Ll (R"). Tami ei
kuitenkaan ole ainoa rajoitus. Nimittéin
Bing [1] on konstruoinut R3:ssa monotoni-
sen kuvauksen, jolla on lenkkeja muodosta-
via pistealkukuvia. Saimme Onnisen kans-
sa tarkistettua, ettd talld kuvauksella on
adrellisen vaannon Lipschitz-edustaja, jolle
K? € L (R?) kun p < 1/2.

Henclin ja Malyn rajoitus yksinadn sal-
lisi huomattavasti korkeamman integroitu-
vuuden tdmén esimerkin K:lle. Sen sijaan
konforminen kohomologia paljastaa, miksi
esimerkki ei voi saavuttaa ehtoa K'/? ¢
Li (R3). Tami niet johtuu seuraavasta ra-

loc

joitteesta [8]:

Lause 2. Jos f: Q — Q' on ankara mon-
otoninen surjektitvinen ddarellisen vadnnon
kuvaus R™:n yhtendisten aluerden vdlilla, ja
jos f € WM, R™), niin jokaiselle k €
{0,1,...,n} on olemassa sellainen rajaeks-

ponentti p = p(n, k) € [0,n — 1), ettd jos

~

K? € L (Q), niin H*(f7'B"(z,r); R)
HE(B™(z,7);R) aina kun B (x,r) C V.

Kun k£ € {0,n — 1,n}, niin p = 0 taysin
topologisista syistd. Kun n = 3 ja k = 1,
niin rajaeksponentti on p = 1/2, ja tamén
rajaeksponentin tarkkuus seuraa Bingin esi-
merkin Lipschitz-versiosta. Yleisesti todis-
tuksen antamat rajaeksponentit noudatta-
vat lainalaisuutta, jonka nékee seuraavasta
taulukosta. Dimensioissa n > 3 emme tieda
ovatko saadut rajaeksponentit tarkkoja vai
eivat.

n=2 00 0
n=3 0200
n=4 02200
n=>5 022200
n=6 05 22300
n=7 033353300
n=8 053441300
n=9 03500

Kuva 1: Lauseen 2 antamia rajaeksponent-
teja eri n:n ja k:n arvoilla.

Miten tata rajoitetta sitten voi sovel-
taa pistealkukuviin f~*{y}? Esimerkiksi jos
f~Hy} on siledisti upotettu S!, niin til-
16in riittévin pienilld r joukolla f~1B™(y,r)
taytyy olla epétriviaali 1-kohomologia,
oleellisesti koska S!:lli on myds epétri-
viaali 1-kohomologia. Tam&a on kuiten-
kin mahdotonta, jos H(f 'B"(x,7))
H'(B"(z,r)). Niin ollen tulos rajoittaa sel-
laisten f~'{y}mn topologioiden esiintymis-
td, joiden poikkeamat yksittaisesté pistees-
td nikyvit myos f~'{y}:mn pienissi ympé-
ristoissa.

~
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Rajoitteen todistus myds tuo pari uut-
ta vivahdetta konformikohomologian sovel-
tamiseen. Ensinnékin todistus perustuu sii-
hen, ettd saadaan ensin kuvaus f, tavallisel-
ta de Rhamin kohomologialta konformiselle
kohomologialle, ja sitten kuvaus f* konfor-
miselta kohomologialta I/Vli’cl’l—avaruuksien
kohomologialle. Rajaeksponentit ovet pie-
nimmat mahdolliset arvot, joilla ndma ku-
vaukset toimivat, ja kuvausten f, ja f* toi-
miminen on itse asiassa hyvin riippuvaista
siitd, ettd kaytdmme valissd juuri konfor-
mista kohomologiaa.

Toinen erikoisuus on, ettd sama todistus
tehddan sekd tavallisella kohomologialla,
ettd kompaktikantajaisella kohomologialla.
Nimittain kayttamalla kompaktikantajaisia
muotoja de Rham-tyyppisissié komplek-
seissa, saadaan kohomologia-avaruudet
HE(M;R), jotka yhteniisilli suunnis-
tetuilla M ovat itse asiassa isomorfiset
avaruuksien H"%(M;R) kanssa. Todistus
kompaktikantajaisella kohomologialla an-
taa paremman rajan pienilla k, kun taas
todistus tavallisella kohomologialla antaa
paremman rajan suurilla k. Taulukkoon
kerdtyt rajaecksponentit ovat siten saatu va-
litsemalla naista kahdesta rajasta parempi,
mika selittda taulukon nollasta poikkeavien
lukujen keskeissymmetrian.
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