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ARTIKKELIT

KONTRAKTIO JA SEN JOHDANNAISET

Raimo Voutilainen

Banachin kiintopistelauseen keskeisena sisdltonid on kontraktion késite, ja kontraktion
kayttd kiintopisteen etsinndssd. Téassd kirjoituksessa esitellddn erditd kontraktion joh-
dannaisia ja niiden merkitystd kiintopisteteoriassa. My0s erditd muita mielenkiintoisia

viimeaikaisia kiintopistelauseita esitelldan.

JOHDANTO

Kiintopisteteorian varhaiset kulmakivet ovat
Brouwerin (1912) kiintopistelause euklidisille
avaruuksille ja Banachin (1922) kiintopiste-
lause tdydellisille metrisille avaruuksille. Sen
jilkeen esitettyjd kiintopistelauseita on esitellyt
mm. Voutilainen (2023). Uudemmassa kiinto-
piste-kirjallisuudessa Banachin esittiméa kont-
raktion késitettd on yleistetty siten, etti kiinto-
pisteen olemassaolo ja sen etsintdalgoritmi on
pystytty muotoilemaan mahdollisimman ylei-
selld tasolla. Tdmin kirjoituksen tarkoituksena
on esitelld erditd tdllaisia lauseita ja muutamia
muitakin viime aikoina todistettuja kiintopiste-
lauseita. Niissd kdytetddn runsaasti mm. funk-
tionaalianalyysin kasitteistod. Aluksi kasitellddan
kontraktiota ja erditd sen ominaisuuksia. Kirjoi-
tuksen padsisiltond ovat lauseet 2-8. Ennen ku-
takin lausetta esitellddn sen tarvitsemia médri-
telmid. Lauseet ovat perdisin julkaisuista Wang
ja Zhou (2011), Kurnam ja Katchang (2012),
Ungchittrakool ja Jarernsuk (2012), Kim

(2011), Suantai ym. (2016) ja Shukla ja Panic-
ker (2022).

Aloitetaan maarittelemalld metrinen avaruus:

Mddritelmd 1. Metrinen avaruus on pari (X, d)
missd X on joukko ja d reaaliarvoinen kuvaus
(ns. metriikka eli etdisyysfunktio), joka kaikilla
joukon X alkioillax, y ja z toteuttaa ehdot

1.d(x,z) <d(x,y)+d(y,2),
2.d(x,y)=d(y,x)
3.d(x,x) =0,

4. dx,y)=0=>x=y

Metristd avaruutta (X, d)) kutsutaan usein vain
metriseksi avaruudeksi X, jos kiytossd oleva
metriitkka on asiayhteydesti selvi.

Vektoriavaruus on tunnetusti metrinen avaruus.
Saadaan téirked uusi késite, Banachin avaruus:

Mddritelmd 2. Banachin avaruus on vektoria-
varuus, jossa jokainen Cauchyn jono suppenee.
(Cauchyn jono on tavallisen suppenevan jonon
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yleistys.) Metristd avaruutta, jonka jokainen
Cauchyn jono suppenee, sanotaan tdydelliseksi.

Madritelmd 3. Olkoon V vektoriavaruus, jonka
skalaarikunta on F (reaaliluvut R tai kompleksi-
luvut C). Sisdtulo on kuvaus (-,-):
V X V — F, joka toteuttaa aksioomat:

1. (f,g) =(g f)* Kkaikilla f,g € V (konju-
gaattisymmetrisyys; symboli * on komplek
sikonjugaatti),

2. (af,g)=a(f,g) kaikillaa € F, f,g € Vja

(fflge+h=(g+(f,h) kaikilla
f, &, h € V (seskvilineaarisuus).

3. (f,f) = 0Okaikilla f € V (ei-negatiivisuus)
4. (f.f)=0= f =0 (ei-degeneratiivisuus).

Vektoriavaruus varustettuna sisitulolla on sisd-
tuloavaruus.

Mddritelmd 4. Hilbertin avaruus on taydellinen
sisdtuloavaruus. Hilbertin avaruus on siis vekto-
riavaruus, jossa jokainen Cauchyn jono suppe-
nee sisdtulon indusoimalla metriikalla mitaten.

Téssd kirjoituksessa tarkastellaan erilaisia tapo-
ja lieventdd kontraktion ehtoja siten, ettd kiin-
topisteen olemassaolo ja sen kanssa sukua ole-
vat olemassaolokysymykset pysyvit voimassa
ja ao. tehtdville voidaan laatia ratkaisualgorit-
mit. Ensin annetaan kontraktion méaaritelma yk-
sinkertaisen reaalifunktion tapauksessa ja sitten
yleisesti.

Mddritelmd 5. Funktio f : R — R on kontrak-
tio, jos riippumatta luvuista x,y € R on ole-
massa 0 < g <1 siten, ettd

[ fG)=fD | <glx=y].

Yleisemmalla tasolla kontraktio maéaritelldan
kahden metrisen avaruuden vélisend funktiona.
Talloin yo. mééritelméssd korvataan vain ero-

tusten itseisarvot metriikoilla: (https:/fi.wiki-
pedia.org/wiki/Kontraktio) funktio f: X — Z
on kontraktio, jos riippumatta pisteistd x,y € X

on olemassa 0<g<1 siten, etté
dZ(f(x), f(y) < gdX(x,y) missd dZ ja dX
ovat avaruuksien Z ja Xmetriikat, vastaavasti.
Kontraktiosta kéytetddn joskus nimitystd “kutis-

2

tus™.

KONTRAKTIO JA DERIVAATTA

Jakamalla mairitelmén 5 ensimmaéinen epayhti-
16 |x — y|:114 saadaan vasemmalle puolelle f:n
erotusosaméiird. Helposti voidaan todistaa

Lause 1. Olkoon f : I — R derivoituva, missi
I C R on vili. Télloin f on kontraktio jos ja vain
jos

sup [ f'(x)| < L.

xel

Mddritelmd 6. Olkoon C Hilbertin avaruudenH
suljettu konveksi osajoukko, ja olkoon
S : C —» H kuvaus. Jos C:ssi on alkio x siten,
ettd x = S(x), x on S:n kiintopiste. S:n kiinto-
pisteiden joukkoa merkitddn F'(S ):114.

Kiintopiste ei ole aina yksikésitteinen, vaan
kiintopisteitd voi olla jopa ddreton maarad. Toi-
saalta kiintopisteitd ei yleisessd tapauksessa
tarvitse olla lainkaan. Kiintopistelauseet kerto-
vat kiintopisteprobleeman ratkaisusta eli kysy-
myksestd kiintopisteen tai -pisteiden olemas-
saolosta tiettyjen ehtojen vallitessa. Kiintopiste
médritellddn usein euklidista avaruutta ylei-
semmissd avaruuksissa kuten Banachin avaruu-
dessa tai Hilbertin avaruudessa, joskus jopa
yleisessé topologisessa avaruudessa, jossa ei ole
maédritelty etdisyyttd (Raj ja Piramatchi, 2020).

Midritelmd 7. Olkoon @ funktio C X C — R.
Tasapainoprobleemassa ®:lle on 16ydettdva pis-
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te x € C siten, ettd O(x,y) > 0 kaikillay € C.
Sellaisten ratkaisujen joukkoa merkitddn
EP(®):114.

KONVERGENSSILAUSEITA

Kiintopisteteorian peruslause, jonka muunnok-
sia on viimeisten sadan vuoden aikana raken-
neltu, on seuraava:

Lause 2. Banachin kiintopistelause. (Banach,
1922.) Olkoon (X, d) epatyhja tdydellinen met-
rinen avaruus ja olkoon f : X — X avaruuden X
kontraktio. Tdlloin kuvauksella fon tdsméilleen
yksi kiintopiste a. Liséksi kyseinen kiintopiste
voidaan 10ytdd seuraavasti: Olkoon x, avaruu-
den X mielivaltainen piste. Madritellddn luku-
jono x,=f(x,_;), n=123,... Timd jono
suppenee kohti kiintopistetta a.

Voidaksemme formuloida kirjallisuudesta 16y-
tyvid kontraktiokuvauksen yleistdvid lauseita
meidédn on annettava joukko uusia méaritelmii:

Moddritelmd 8. OlkoonC Hilbertin avaruuden H
suljettu konveksi osajoukko. Kuvausta S kutsu-

taan laajentumattomaksi (’nonexpansive’), jos
1SC) = Sl < [lx — yllkaikillax,y € C.

Kuvausta S kutsutaan asymptoottisesti laajen-
tumattomaksi ("asymptotically nonexpansive”),
jos on olemassa jono {k,} C[l,00) jossa
k, — 1 siten, ettd [[S"(x) — S"(WIl < |lx — yll
kaikillax,y € Cjan > 1.

Kuvausta S kutsutaan «-tiukaksi pseudokont-
raktioksi (“k-strict pseudo-contraction’) jos on
olemassa vakio k siten, ettdi 0 < x < 1 ja

[5G = SIII* < llx = ylI> + &l (x = y) = S(x) = S
kaikillax,y € C.

Kuvausta S kutsutaan asymptoottisesti k-tiukak-
si pseudokontraktioksi, jos on olemassa vakio k
siten, ettd) < k¥ < 1jajono {v,} C [0,00) siten,
ettd lim v, =0ja

n—oo

15") = S"WII* < A +v)llx = yI* + &l (x = y) = 8"x) = S"WII?
kaikillax,y € Cjan > 1.

Huomautus. Jatkossa P on (metrinen) projektio.
Ks. esim. Metric projection ja Chebyshev set.

Lause 2. Olkoon C Hilbert-avaruuden H epé-
tyhjé suljettu osajoukko, olkoon 7" asymptootti-
sesti k -tiukka pseudokontraktio siten, ettd
{v,} C(0,00), v, >0 kun n—>o0 ja
F(T) # @. Olkoot {x,} ja {u,} jonoja, jotka
médrittelevit alkuarvo x; = x € H ja yhtdlot

iy = ann + (1 - Qn)PC(Xn),

Wy = 0,5, + (1= 6)(B,1 + (1 = )T,

Co={vel:|w,—vll<lx,—vIl},

D, =01 G,
Xp41 = Pp (x), kaikilla n > 1,

missd {6,} c(0,1), {0,} C[0,a], missé
O<a<l,ja{p,} Clk,k'],missik <k’ <1.

Télloin {x,} suppenee vahvasti kohti pistettd

Todistus. Ks. Wang ym. (2011). Kyseesé on ar-
tikkelin paédlauseen toinen korollaari.

Huomautus. Wang ym. todistavat kolme Hilber-
tin avaruuden konvergenssilausetta.

Mddritelmd 9. kuvauksen C — C perhettd
S ={S(s):0 <5 < oo} kutsutaan C:n laajen-
tumattomaksi puoliryhmdksi, jos se toteuttaa
seuraavat ehdot :

(i) SO0)(x) = x kaikilla x € C,
(ii) S(s+1)=S(s)S(?) kaikilla s,z >0
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@ii) |ISGs)x) = SEOWI < llx =yl
kaikilla x,y € C|,ja s >0,
(iv) Kaikilla x € C funktio
s — S(s)(x) on jatkuva

Merkitdan F'(S):114 perheen S yhteisten kiinto-
pisteiden joukkoa eli

F(S) = Ny F(S(5)).

Mdidritelmd 10. Kuvaus A : C — H on a-kdcdn-
teisesti vahvasti monotoninen (“a-inverse-
strongly monotone™), jos on olemassa positiivi-
nen reaaliluku « siten, ettd

A(X) —AW), x —y) 2 allAKx) — A
kaikillax,y € C.

Mddritelmd 11. Kuvausten {V;: C — C} per-
hettd (i = 1,..., 00) kutsutaan tasaisesti k-tiuk-
kojen pseudokontraktioiden perheeksi, jos on
olemassa vakio k € [0,1) siten, ettd

IVix) = VOD)II* = llx = ylI* + klI(1 = v)x) = (1 = VYW)II?
kaikillax,y € Cjakaikillai > 1.

Lause 3. Olkoon C reaalisen Hilbertin avaruu-
den H epityhja suljettu konveksi osajoukko,

olkoot S={5(6):0<s < 0}
C:n laajentumaton puoliryhmé ja olkoon {z,}

kuvaukset

positiivinen reaalinen hajaantuva jono. Olete-
taan, ettd F(S) # @ Olkoon {x,} jono, jolle
patee

Xy € C, Cl,i =C, Cl = ﬂ;’il Cl,i X = PCI(XO)
ja

In

i = g+ (1 = an,»(l/rn)J S(x,)ds,
0
Cn+1,i ={z € Cn,i : ”yn,i - Z”z < ”xn - Z||2

+an,i(”x0||2 + 2(xn - -an Z))}

—_ (o]
Cor1 =021 Coriv

Xl = Pcn+1(xo)

kaikille n>0 ja {a,;};>,C(0,1)ja
lim a,; = 0 kaikillai > 1.

n—oo

Télloin {x,} suppenee vahvasti kohti pistettd

Todistus. Ks. Kurnam ja Katchang (2012), ko-
rollaari 4.1.

Lause 4. Olkoon C reaalisen Hilbertin avaruu-
den H epityhja suljettu konveksi osajoukko, ja
olkoon {V;: C - C}, tasaisesti k-tiukkojen
pseudokontraktioiden numeroituva perhe. Ol-
koon edelleen{T;: C — C}2, laajentumatto-

mien kuvausten numeroituva perhe, jolle
T(x)=tx+ (1 =-1)Vi(x)

kaikilla x € C, kaikillai > 1 jat € [k,1). Ol-
koon mydsd = N2, F(T;) # &. Olkoon {x,}
jono, jolle pétee
.xO e C, Cl,i = C, Cl = ﬂ;’il Cl,i .xl = PCI(.XO)
ja

Vi = %niXo + (1 - an,i)Wn(xn)’

Cn+1,i ={z € Cn,i : ”}’n,i - Z”2 <|lxn - Z||2

+an,i(||xo||2 + 2(x, — X9, 2))}
Cn+1 = n?il Cn+l,i’

(xp)

Xn+1 =PCn+1
kaikille n>0 ja {a,;},2, C(0,1) ja

lim a,; =0 kaikilla i > 1. Kuvauksen

n— oo
W, : C = C midrittelevdt jono {7;} ja jono
{y;} ei-negatiivisia lukuja valilla [0,1], ks. tar-
kemmin Kurnam ja Katchang (2012), kaavat 19
ja 20. Talloin {x,} suppenee vahvasti kohti pis-
tettd Py(x).
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Todistus. Ks. Kurnam ja Katchang (2012), ko-
rollaari 4.2.

Palautetaan mieleen seuraava méairitelma.

Mddritelmd 12. Olkoot annettuina kaksi metris-
td avaruutta (X,dX) ja (Y,dY). Funktio
f : X = Y on Lipschitz-jatkuva, jos on olemas-
sa reaaliluku K >0
Xy, X, € X pitee:

dY(f(x)), f(x)) < KdX(xy, x,).

siten, ettd kaikille

Lukua K sanotaan funktion f Lipschitz-vakioksi,
ja K:n voidaan myo0s sanoa olevan K-Lipschitz.
Jos K =1, f on laajentumaton. Jos 0 < K < 1
ja f kuvaa metrisen avaruuden itselleen, f on
kontraktio.

Mdiritelmd 13. Olkoot E reaalinen Banach-
avaruus , E* E:n duaaliavaruus ja C E:n epa-
tyhja suljettu konveksi osajoukko. Olkoon ®
funktio C X C — R, ¢ : C — R reaaliarvoinen
funktio ja A : C — E epilineaarinen kuvaus.
Yleistetyssd sekoitetussa tasapainoprobleemas-
sa on loydettavd x € C siten, etti

O(x,y) +AX),y =)+ ¢(y) —¢p(x) 20
kaikilley € C.

Tamén tehtidvin ratkaisujen joukkoa merkitddn
GMEP (O, A, ¢):114, ts.

GMEP(®,A,$) = {x € C: O(x,y) + (A(X),y — x)
+¢(y) —¢(x) 2 0Vy € C}

Lause 5. Olkoon C reaalisen Hilbertin avaruu-
den H epityhja suljettu konveksi osajoukko, ja
olkoon T : C — C L-Lipschitz pseudokontrak-
tio. Olkoon ® funktio C X C — R siten, ettd
seuraavat ehdot (A1) — (A4) ovat voimassa:

(A1) O(x,x) = 0kaikillax € C.
(A2) © on monotoninen, ts.
O, y)+0O(y,x) <0

kaikilla x,y € C.

(A3) kaikillax,y,z € C,

lim Oz + (1 —1)x,y) < O(x,y)

=0+

(A4) kaikille x € C, y = O(x,y) on konveksi
ja alaspdin puolijatkuva.

Olkoon edelleen ¢ : C — R alaspéin puolijat-
kuva ja konveksi funktio sekd A : C — H jat-
kuva ja monotoninen kuvaus siten, etti

Q=FT)NGMEP(®,A,p) #+ O

Olkoot xy € H, C; = C jax; = Pc,(x,). Mdri-
tellddn jono {x,} € C seuraavasti:

v, =0 -a)x,+a,T(z,),
2z, =0 =p)x,+ pu,
u, € C: O(u,, y) + (Au,), y —u,) + () — puy,)
+(1/r)(y —u,,u,—x,) >0,
Co1 = v € G, 1 lla,(d = T)(3)I
+lx, — |l < 20,(x, = v, (I = T)(y,)
/Gy =V 3, = 1), B, LI, — %, F T =Ty, + D

Xpp1 = Pc,m(xo)-

Oletetaan, ettéd jonot {u,}, {f,} ja {r,} toteut-
tavat ehdot

O<a<a,<b<1/(L+1)<lkaikillan € N,
0 < B, < 1,kaikillan € N,
r, > Okaikillan € N, ja lim inf r, > 0.

Silloin {x,} suppenee vahvasti kohti arvoa

Pqo(xp).

Todistus. Ks. Ungchittrakool ja Jarernsuk
(2012), lause 3.1 (artikkelin paitulos).
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Seuraavassa oletetaan, ettd E on reaalikertoimi-
nen Banachin avaruus ja C on E:n epityhji sul-
jettu konveksi osajoukko.

Mdritelmd 14. Kuvaus T on kvasi-¢-laajentu-
maton, jos F(T) # @ ja

¢(p, T(x)) < Pp(p,x)kaikillax € Cjap € F(T).

Kuvaus T on asymptoottisesti ¢-laajentumaton,
jos on olemassa jono {k,} C [1,00)siten, ettd
k, = 1,kunn — oo ja

¢(T,(x), T,(y) < k,p(x,y)kaikillax,y € C.

Kuvaus 7' on asymptoottisesti kvasi-¢-laajen-
tumaton, jos F'(T') # @& ja jos on olemassa jono
{k,} € [0,00) siten, ettd k, = 1, kunn — oo ja

¢ (p, T,(0) < k,d(p, x)
kaikillax € Cpp € F(T)jan > 1.

Mddritelmd 15. Banachin avaruudella £ on Ka-
dec-Kleen ominaisuus, jos oletuksista
{x,} CE,x €E, x, > x ja |lx,|| = |x]| seu-

raa, etti||x, — x|| = Okunn — oo.

Voidaan osoittaa, ettd jos E on tasaisesti kon-
veksi Banachin avaruus, E:114 on Kadec-Kleen
ominaisuus.

Mddritelmd 16. Olkoon Uy Banachin avaruu-
den E yksikkopallo, Uy = {x € E : ||x|| = 1}.
E on siled (smooth), jos raja-arvo

}irrol(llx +eyll = llxll) /2

on olemassa kaikilla x,y € Up.. E on tasaisesti
siled, jos raja-arvo saavutetaan tasaisesti kaikil-
lax,y € Ug.

Moddritelmd 17. Banachin avaruus E on vahvas-
ti konveksi (strictly convex), jos

l(x — )/2]|| < 1 kaikilla x,y € E, joille

x|l = [Iyll = 1 jax # y.

Mddritelmd 18. Kuvaus Ton asymptoottisesti
saannollinen C:ssi, jos, jokaiselle C:n rajoite-
tulle osajoukolle K pitee:

lim sup (||7,,,(x) = T,®)|| : x € K} =0.

Mddritelmd 19. Banachin avaruuden E duaali-
kuvaukset muodostavat joukon

J)={p € E* : | lgll = 1, p(x) = [|x]|},
missd x € Ejax # 0. E* on E:n duaali.

Mddritelmd 20. Tarkastellaan seuraavaa funk-
tionaalia ¢:

G (x,y) = [Ix]1> = 2, J() + Iy II%,

missd x,y € E. Yleistetty projektio

Il : E — C on kuvaus, joka liittdd mielivaltai-
seen pisteeseen x € E funktionaalin ¢ (x,y)
minimikohdan, ts. II1-(x) = x’, missi x" on mi-

nimointitehtdvin

¢ (', x) = min ¢ (y, x)
yeC
ratkaisu. Tiedetddn, ettd Il- = P. Hilbertin

avaruuksissa.

Lause 6. Olkoon E tasaisesti siled ja vahvasti
konveksi Banachin avaruus, jolla on Kadec-
Kleen ominaisuus, ja olkoon C E:n epityhji,
suljettu ja konveksi osajoukko. Olkoon f funk-
tio C X C = R, joka toteuttaa seuraavat ehdot
(A1)-(A4):

(A1) f(x, x) = 0 kaikillax € C.

(A2): f on monotoninen, ts.
f(x,y)+f(y,x) <0 kaikillax,y € C;

(A3): limsupf(tz+ (1 —-1)x,y) < f(x,y)

-0t

kaikillax,y,z € C;



ARKHIMEDES 1/2024

(A4): jokaisella x € C, f(x,y) on konveksi ja
heikosti alaspdin puolijatkuva,

Olkoon T : C — C suljettu ja asymptoottisesti
kvasi-¢p-laajentumaton kuvaus. Oletetaan, ettd
T on asymptoottisesti sddnnollinen ja joukko
F=F(T)nEP(f) on epityhjd ja rajoitettu.
Olkoon edelleen {x,} jono, joka muodostetaan

seuraavasti:
Xo € E valitaan mielivaltaisesti,
C,=¢C,
x = ¢, (%),
Yo =7 I (x,) + (1 = ) (T"(x,)),
u, € C siten, ettd

Jfuy, y) + (1)
kaikillay € C.

—u,,Ju,)—J(y,) >0

Co=1{z€C,: ¢ u,) < ¢ xy)) + (k,— 1M, }

X1 — He  (X0)

n+1

missd M, = sup{¢(z,x,) :z € F} kaikille
n > 1, {a,} on reaalinen jono vililld [0,1] si-

ten, ettd lim o, (1 —a,) > 0, {r,} on reaali-

nen jono vililld [a, c0) missd a on jokin posi-
titvinen reaaliluku ja J on E:n duaalikuvaus.
Silloin jono {x,} suppenee vahvasti kohti pis-
tettd I1.(x,), missd Il on yleistetty projektio
E - F.

Todistus. Ks. Kim (2011), lause 2.1 (artikkelin
padlause).

Olkoot H, ja H, kaksi reaalista Hilbertin ava-
ruutta. Olkoot C ja Q H;:n ja H,:n suljettuja
konvekseja osajoukkoja ja olkoon A : H; — H,

rajoitettu lineaarinen operaattori. Olkoot edel-
leen F; :CXC—RjaF,:0XQ0 —=R

Mddritelmd 21. Jaettu tasapainoprobleema
(split equilibrium problem) on seuraava: On
etsittdva piste x* € C siten, etti

Fi(x*,y) > Okaikilley € C

ja siten, ettd Ax™ € Q on ratkaisu epayhtilolle
F,(Ax*,v) > 0 kaikillav € Q.

Moddritelmd 22. Olkoon H Hilbertin avaruus ja
C sen osajoukko. Joukkoarvoisen kuvauksen
T : C — P(C) sanotaan toteuttavan ehdon (4),
jos |lx —pll =dx,T(p)) kaikilla x € H ja
p € FT).

Mddritelmd 23. Oletetaan, ettd funktio
F, : C X C — R toteuttaa seuraavat ehdot:

(1) Fi(x, x) = O kaikillax € C,

(2) F, on monotoninen, ts.
Fi(x,y) + F(y, x) < 0 kaikilla
x €C,

(3) Jokaiselle x, v,z € C,

lim sup Fi(tz + (1 —t)x,y) < Fy(x, ),

-0t
(4) Jokaiselle x € C y — F(x,y) on konveksi
ja alaspdin puolijatkuva.

Jokaiselle r > 0 ja x € H; méidritellddan kuvaus
TH : H, - C seuraavasti :

THx ={zeC: Fix,y) + 1INy —z,2—-x) >0
kaikillay € C}.

Oletetaan edelleen, ettd F,: Q0 XQ — R to-
teuttaa ehdot (1)-(4). Jokaiselle s >0 ja
w € Hymiiritelldan kuvaus 772 : H, — Q seu-

raavasti :

TSFZ(W) ={deQ:Fd,e)+(l/s)e—d,d—w) >0
kaikillae € Q }.
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Mdidritelmd 24. Olkoon C Hilbert-avaruuden H
osajoukko. Kuvaus T : C — C on levidimdton
(nonspreading), jos

20ITx) = TWI* < IT) =yl + 1T(y) = xI?
kaikilla x,y € C.

Joukkoarvoinen kuvaus 7 : C — P(C) on le-
vidmaton, jos

2l — 1,12 < llity = yII2 + llu, = x]2 joillakin
u, € T(x)jau, € T(y) kaikillax,y € C.

Mddritelmd 25. Joukon C pisteen x ja osajou-
kon A vilinen etdisyys on

dx,A) =inf{||lx —z|| : z € A}.

Hausdorffin metriikka potenssijoukossa P(C)
madritellddn seuraavasti :

H(A, B) = max{supd(x, B),supd(y,A)}

XEA YEB
kaikilla A, B € P(C).

Mddritelmd 26. Kuvaus T : C — P(C)on k-le-
vidmdton joukkoarvoinen kuvaus, jos on ole-
massa k > 0 siten, etti

H(T(x), T(y))* < k(d(T(x),y)* + d(x, T())*)
kaikilla x,y € C.

Lause 7. Olkoot H, ja H, reaalisia Hilbert-ava-
ruuksia ja C C H; ja Q C H, niiden epityhjid
suljettuja konvekseja osajoukkoja. Olkoon
A : H, = H, rajoitettu lineaarinen operaattori
jaolkoon T : C — P(C) 1/2-levidméton jouk-
koarvoinen kuvaus. Olkoot F; : C X C = R ja
F, : O X0 — R funktioita, jotka toteuttavat
madritelmén 23 ehdot (1) - (4), ja olkoon F,
ylospéin puolijatkuva ensimmadisen argumentin
suhteen. Oletetaan edelleen, ettd T toteuttaa
madritelmén 22 ehdon (A) ja

®=F(T)nQ # @, missi

10

Q={z€C:z€EP(F)jaA(z) € EP(F,)}.
Madritelldén jono {x,} seuraavasti:

x; € C valitaan mielivaltaisesti,

u, = Tri(1 —yA(l = Tr)A)(x,), (*)

X1 €Ex, + (1 —a,)T(u,),

kaikilla n>1 misséd {a,} C(0,1),
{r,} € (0,00) ja y € (0,1/L) siten, ettd L on
A*A:n spektraaliside ja A* on An adjungoitu
operaattori. Oletetaan, ettd seuraavat ehdot ovat
voimassa:

(1) 0 < lim inf o, <lim sup ¢, < 1,

n—0oo n— oo

(2) lim inf «, > 0.

n—oo

Silloin yhtdloiden (*) médrittelemd jono {x,}
suppenee heikosti kohti pistettd p € ©.

Todistus. Suantai ym. (2016).

Mddritelmd 27. Kolmikko (T, p, 2) on hyper-
bolinen metrinen avaruus, jos (I, p) on metrinen
avaruus, ja funktio Q : I' x I x [0, 1] — T to-
teuttaa seuraavat oletukset kaikilla {, &, v, w €
I'japoeE][o,1]:

(W1) p(v, QG &, w) = (1 = wp(, &) + up(v, §)
(W2) p(Q(G & 1), QE, &, 0) = [u—6lp(C, 9)
(W3) QG & =Q(@E 6 1-w

(W4) p(Q(G, v, ), QE, w, W) < (1 -wp(G, &) +
up(v, w).

Mddritelmd 28. Olkoon (T, ||.|) Banachin ava-
ruus ja olkoon F : I'—I kuvaus. F on b-rikas-
tettu laajentumaton (“b-enriched nonexpansi-
ve”’) kuvaus, jos on olemassa b € [0, o) siten,

etta
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b — &) + F(©) —F)Il < (b+ DS &l, kaikilla
el

Mddritelmd 29. Jono (x;) metrisessd avaruudes-
sa (X, d) A-suppenee kohti pistettd x € X, jos

lim sup (d(x;, x) — d(x;, ) <0

k—o00
kaikillay € X.

A-konvergenssi on heikompi ominaisuus kuin
normaali metrinen konvergenssi. Hilbertin ava-
ruudessa A-konvergenssi ja heikko konvergens-
si ovat sama asia.

Lause 8. Olkoon (I, p, Q) tdydellinen tasaisesti
konveksi hyperbolinen avaruus ja olkoon L € T’
siten, ettd L # . Oletetaan, ettd L on suljettu,
rajoitettu ja konveksi. Olkoon G : L—L b-ri-
kastettu laajentumaton kuvaus. Télléin F(G) #
&: Edelleen, kun on annettu {, € L, ® € (0, 1)
jaw, = w/(b + 1) jono, jonka muodostaa yhté-
16

Cnw1 = (L= @p)G, + @, G (C,)

kaikillan € N U {0} (ns. Krasnoselskin mene-
telmé) A-suppenee kohti F(G):n pistetta.

Todistus. Shukla ja Panicker (2022)

KOMMENTTEJA.

Kaikkien esitettyjen lauseiden ajatuksena on
lahtien Banachin kiintopistelauseesta korvata
siind esitetty hyvin yksinkertainen kontraktion
kisite lievemmilld ehdoilla, joilla kiintopisteen
olemassolo olisi todistettavissa ja kiintopiste
16ydettdvissd. Kysymys kuuluu, kuinka moni-
mutkaisiin rakenteisiin ja méiérittelyihin télldin
joudutaan.

N

Esitetyistd 28 madritelmdstd 22 on tuotu esille
kuutta kiintopistelausetta varten. Maéritelmét
on valtaosin tarkoitettu nimenomaan ndiden
lauseiden tarpeisiin. Lause 2 operoi asymptoot-
tisesti k-tiukoilla pseudokontraktioilla ja metri-
silld projektioilla. Lauseet 3 ja 4 kayttdvit hy-
vikseen laajentumattomia puoliryhmid, metrisid
projektioita ja tasaisesti k-tiukkoja pseudokont-
raktioita. Lauseessa 5 hyddynnetddn Lipschitz-
preudokontraktioita. Lauseessa 6 kdytetddn ta-
saisesti siledd ja vahvasti konveksia Banachin
avaruutta, jolla on Kadec-Kleen ominaisuus,
asymptoottisesti kvasi-¢-laajentumatonta ku-
vausta sekd asymptoottisesti sddnnollistd ku-
vausta. Lauseessa 7 operoidaan mm. Y -levii-
mattomélld joukkoarvoisella kuvauksella ja
operaattoriteorian kasitteilld. Lauseessa 8 liiku-
taan tdydellisessd tasaisesti konveksissa hyper-
bolisessa avaruudessa, ja kiytossd on b-rikastet-
tu laajentumaton kuvaus. Shukla ja Panicker
(2022) kasittelevdat myoOs geodeettisia avaruuk-
sia, mutta niité ei ole kaytetty lauseessa 8.

Uusien tulosten vaatimat médrittelyt ovat varsin
mutkikkaita, mutta samalla tietysti mielenkiin-
toisia kiintopisteteorian harrastajalle. Edelld
esitettyjd maddéritelmid ei kaikkia ole tarvittu
lauseiden formuloinnissa, mutta kylldkin niiden
todistuksissa. Selvidsti on syntynyt kiintopiste-
teoriaa ja tasapainoteoriaa tutkiva koulukunta,
jonka jdsenet siteeraavat toisiaan hyvén mate-
maattisen tutkimuskdytdnnon mukaisesti. Kou-
lukunnan ty6lle on odotettavissa jatkoa ja yhtei-
sOlle uusia jasenii.

Téssd esitettyjen lauseiden meriitti on, ettd niis-
sd kaikissa esitetddn iteratiivinen algoritmi, jol-
la kiintopiste saadaan ratkaistua (jos ei normaa-
lin, niin vahintddn heikomman konvergenssin
mielessd). Algoritmiaskelten vaatimat lasku-
toimitukset voivat tosin paikoitellen olla vaati-
via. Minua kiehtoi ehkd eniten yksinkertainen
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madritelma 12, joka yhdisti Lipschitz-jatkuvuu-
den laajentumattomuuteen ja kontraktion késit-
teeseen. Tietysti on my0s kiintoisaa néhda, ettd
monen laisilla funktioilla (laajentumattomilla
funktioilla, pseudokontraktioilla yms.) osoite-
taan kontraktion tapaan olevan kiintopiste ja
konstruoidaan iteroiva algoritmi sen saavutta-
miseksi. Lauseiden ehdot ovat kylld melko mo-
nilukuisia ja paikoin mutkikkaita.
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