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Tieteiden tavoitteena on saada havaintojen, kokeiden ja paattelyn avulla selville, millai-
nen maailma on ja kuvata loytonsa tarkasti, selkeasti, ristiriidattomasti ja yksikasittei-
sesti. Tutkiskellaan sir Michael Atiyahin artikkelia Matematiikka ja fysikaalinen maailma

(Symbolien metséassa, s 187-210):

“Tarkastelkaamme seuraavaksi hieman
toisenlaista geometriaa: pallonpinnan,
esimerkiksi maapallon geometriaa. En-
simméainen ongelmamme on selvittaa,
mita “suorat viivat” nyt tarkoittavat. Maa-
rittelemme ne lyhimpina teina pisteesta
toiseen. Jokainen lentokapteeni tietaa,
ettd lyhin tie Lontoosta New Yorkiin on
pitkin isoympyran kaarta. Tastd saamme
maaritelman suorille viivoille pallon pin-
nalla. Jos kehittelemme edelleen nain
muodostuvaa geometriaa, havaitsemme,
ettei kolmion kulmien summa enaa ole
kaksi suoraa kulmaa. Itse asiassa tuo
summa on aina suurempi kuin kaksi suo-
raa kulmaa. Ottakaamme esimerkiksi pal-
lokolmion ABC yhdeksi karjeksi A poh-
joisnapa ja valitkaamme kaksi muuta kar-
kea B ja C pdivantasaajalta siten, etta kaa-
ren BC pituus on yksi neljasosa paivanta-
saajan pituudesta. Siiloin havaitsemme
helposti, ettd kolmion ABC kaikki kulmat
ovat suoria, joten sen kulmien summa on
yhta kuin kolme suoraa kulmaa.”
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Atiyah on tunnettu matemaatikko, parin-
kymmenen yliopiston kunniatohtori ja
aateloitu matemaattisista ansioistaan,
joten hanen kommenttejaan on syyta
tarkastella huolella. Miksi han maarittelee
ensin isoympyraksi toteamansa kaaren
suoraksi? Miksi han nimittaa kolmen iso-
ympyran kaaren muodostamaa kuviota
kolmioksi? Miksi han ei anna kulman
koon mittaamiselle empiirista tulkintaa,
vaikka han antaa sellaisen suoralle ja
vaikka han antaa esimerkissaan kulmien
koolle empiirisia lukemia? Suorat, kol-
miot ja kulmat ovat tasmallisia termeja
geometriassa ja niitd on kaytettava yksi-
kasitteisesti, jotta vaarinkasityksilta valty-
taan.

Atiyah haluaa ilmeisesti viitata siihen
yleiseksi tulleeseen ajatukseen, ettd em-
piirinen maailma ei olekaan valttamatta
euklidinen. Me olemme vain niin pieniko-
koisia avaruuteen nahden, ettemme ole
havainneet sita, koska ihmisen kokoluo-
kassa euklidinen geometria on hyvin
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tarkka likiarvo maailman “oikeasta” geo-
metriasta. Toiseksi, han ajattelee samoin
kuin Albert Einstein (Ideas and Opinions,
s 235): "Kysymyksella siitda, onko univer-
sumin geometria euklidinen vai ei, on
selked merkitys ja se voidaan ratkaista
vain kokemuksen avulla.” Samaa mielta
on monien muiden tapaan Malcolm Lines
(Jattilaisen harteilla s 48): "Meidan maa-
ilmamme geometria voi poiketa euklidi-
sesta geometriasta, ja asia pitaa selvittaa
kokeellisesti.” Perustana on luonnontie-
teilijoiden kasitys, ettd avaruudella on
joku geometria, oli se sitten euklidinen
tai epdeuklidinen, ja se voidaan saada
mittaamalla selville.

Jotta voimme tutkia avaruuden geomet-
riaa, meidan on annettava geometrian
peruskasitteille empiirinen vastine myos
mittalaitteita varten. Geometrisen suoran
kasitteen empiirinen vastine on naissa
esimerkeissa tavallisesti valonsade. En-
simmainen vaikeus liittyy siihen, etta
puhtaan geometrian kasitteet ovat ajan
ulkopuolella, mutta empiiriset ilmiot ovat
ajallisia. Valonsateen rata voidaan ajatella
suoraksi viivaksi, mutta itse valonsade on
yksisuuntaisesti eteneva signaali, jolla on
aarellinen nopeus; sen matkaan paikasta
toiseen kuluu aikaa. Valo heijastuu pin-
noista, taittuu veden ja ilman rajalla, kaa-
reutuu ilmakehassa tullessaan tiheampiin
kerroksiin, hajoaa vesipisaroissa sateen-
kaareksi prisman tapaan, taipuu gravitaa-
tiokentassa yms. Kaytanndssa missaan ei
liene paikkaa, jossa valonsateen rataan ei
vaikuttaisi joku tekija, mutta voimme aja-
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tella valonsadteen radan olevan empiiri-
sesti suora silloin kun siihen ei vaikuta
mikaan ulkoinen tekija.

Akateemikko Rolf Nevanlinna pitaa Gaus-
sin oivalluksena, ettd suuren empiirisen
kolmion kulmasumma voi poiketa 180
asteesta. Olemme mitanneet vain pienia
kolmioita ja siksi erehtyneet pitamaan
tulosta yleispatevana (Suhteellisuusteo-
rian periaatteet, s 87-8):

"Mutta ehkéa sitten tapahtuisi, etta pie-
noismaailman avarakatseinen, ennakko-
luulottomasti ajatteleva tutkija oivaltaisi,
ettd eroavaisuudet hyvin suurilla etéi-
syyksilla voisivat tulla huomattaviksikin.
Sen selvittamiseksi hdn “maapallollaan”
valitsisi kolme pistettd A, B C, joiden kes-
kindinen etéaisyys on suhteellisesti suuri,
ja yrittaisi kokeellisesti mitata kolmion
ABC kulmat. Koeteltavuuden periaatteen
mukaan héanen olisi silloin “konkreettisesti
esitettdava” kolmion sivusuorat. Léahtien
kasityksesta, etta valo etenee suoraviivai-
sesti, han kolmion karkipisteista lahettaisi
valosignaaleja molempiin muihin karki-
pisteisiin. Tahystamalla han silloin voisi
kussakin karjessa mitata kulmien suuruu-
det. ... Tallainen suuri tutkija oli Gauss —
meidan todellisessa maailmassamme. ...
Karkipisteiksi A, B, C han valitsi kolme
vuorenhuippua Brocken, Hohenhagen,
Inselsberg, joiden keskinéiset etaisyydet
ovat noin 100 kilometria.”
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Ei ole historiallisesti varmaa, ettd Gauss
olisi tehnyt tallaiset mittaukset, mutta
periaatetta pidetaan silti mielekkaana.
Tassad asetelmassa on kuitenkin useita
ongelmallisia kohtia.

1. Jos Gaussin ajatellaan tutkivan pie-
noismaailman mahdollista empiirista
epaeuklidisuutta, han joutuu valitsemaan
vuorten huiput ei ainoastaan siksi, etta
niiden etaisyys olisi suuri ilmion esiinty-
misen havaituksi tulemisen kannalta,
vaan myos siksi, etta karkipisteet olisivat
riittavan korkeita, jotta ne nakyisivat kau-
as. Niinpa Gaussin mittaus ei koske (ei
hanen tarvitse katsoa nain vaittavan-
kaan,) pallon pinnan muotoa vaan siita
rilppumatonta kuviota, jonka mahdolli-
nen epaeuklidisuus ei riipu maapallon
pinnan mukaisesta geometriasta.

2. Gauss ei mittaa samaa valonsadetta
eri kulmapisteista, vaan “tahystaa” vas-
takkaisia, eri sateita A:sta B:hen tai B:sta
A:han pallolla, jonka ei oleteta pyorivan.
Han nakee esimerkiksi Inselsbergin Broc-
kenista kasin, mutta Inselsbergissa olles-
saan han nakee Brockenin vastakkaisesta
suunnasta. Emme saa ilman muuta olet-
taa, ettd nailla vastakkaisilla séateilla olisi
identtiset radat. Maapallo pyorii, jolloin
coriolis-ilmion takia liikkuva valonsade
kaartaisi pohjoisella pallonpuoliskolla oi-
kealle, joten vastakkaiset sateet eivat
kulkisi identtista rataa. Atiyahin kuviossa
ABC paivantasaajalta pohjoiseen isoym-
pyraa pitkin lahteva valonsade kaartuisi
oikealle ja vastakkaiseen suuntaan poh-
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joisnavalta lahteva tekisi samoin, joten
sateet eivat olisi osa samaa rataa. Kaikki
tassa kulmiksi nimitetyt kuviot voidaan
Atiyahin ja Nevanlinnan mielesta mitata,
mutta ne eivat olisi saman, kolmioksi ni-
mitetyn kuvion osia, joten niiden sum-
malla ei ole oletettua tulkintaa. Coriolis-
ilmiosta ei liene valonsateen suhteen ko-
keellista tietoa, mutta se patee tykin
ammuksen lentorataan, joten sita ei ole
syyta jattaa sitd pois ajatuskokeesta.
Atiyahin esimerkki lentokoneesta ei ole
muutenkaan osuva, koska konetta voi-
daan koko ajan ohjata pysymaan isoym-
pyralla, mutta vapaasti liikkuvaa tykin
ammusta ei.

3. Mahdollisella coriolis-ilmiolla ei kui-
tenkaan ole merkitystd avaruuden geo-
metrian mittauksessa. Yritys tuottaa mie-
likuvia avaruuden geometriasta kaytta-
malla maapalloa esimerkkina Atiyahin ja
Nevanlinnan tapaan sisaltda harhan lah-
teen, koska Maapallolla olevat pisteet
ovat kiinni pallossa ja siksi mydOs toisis-
saan, mutta avaruudessa olevien kappa-
leiden vertailupisteet liikkuvat koko ajan
toisiinsa nahden, ja niitd yhdistavat va-
lonsateet ovat yksisuuntaisia signaaleja,
joiden matka pisteesta toiseen vie aikaa.

4. Empiirisen suoran kasite maaritellaan
naissa esimerkeissa operatiivisesti, mutta
kulman kéasitteen empiirista vastinetta
ei "konkreettisesti esiteta”. Nayttaa silta,
ettd Atiyah ei kiinnitd mitaan huomiota
kulman koon mittaukseen, koska “havait-
semme helposti”. Atiyah olettaa ilmei-
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sesti, etta euklidisen geometrian kul-
manmittaustapa on piateva myos
epaeuklidisessa maailmassa. Juuri nain
uskoo Nevanlinna (Suhteellisuusteorian
periaatteet, s 81): “kulmat mitataan eukli-
disesti”. Silloin ympyrankaarien valisen
kulman suuruus maarataan piirtamalle
ympyrankaarille niita leikkauspisteessa
sivuavat tangentit ja kulmat maaritetaan
naiden tangenttien valisen kulman avul-
la. Mika tangentti on? Eiko se ole suora?
Jos se on, sen tulee yhtya piirretyn kuvion
sivuihin, jotka on kuviossa ABC ensin
maaritelty suoriksi. Jos nain ei ole, kay-
tamme késitetta “suora” samassa esimer-
kissa kahdella eri tavalla mitassa ja mitat-
tavassa. Projisioimme epaeuklidisena pi-
tamamme kuvion euklidiselle taustalle,
josta otamme kayttoon kulmanmittaus-
tavan. Kulmanmittausmenettelyn ole-
tetaan siis olevan tutkittavan kohteen
geometriasta riippumaton. Talléin on
oletettu, ettd se euklidisen geometrian
ominaisuus, ettda kulman koko ei riipu
mittainstrumentin koosta, patee myos
tassa tilanteessa. Nain ei kuitenkaan ole,
silld jos kdaytdamme pientd, so. ihmisen
kokoluokan harppia, saamme Atiyahin
esimerkin empiirisen kuvion suuruudeksi
hyvin tarkasti 90 astetta, mutta jos har-
pin koko on niin suuri, ettd sen aukea-
man pituus on sama kuin tassa kuvatun
ABC -kuvion sivu, saamme kooksi 60 as-
tetta.

5. Tehdaan seuraava ajatuskoe. Hameen-
linnassa olevasta Aulangon nakoétornista
nakee hyvalla saalla luultavasti Tampe-
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reella olevan Nasinneulan tornin huipun.
Ellei, valittakoon muut pisteet. Kolmas
piste olkoon Kuussa oleva havaitsija. Tal-
lainen koe olisi empiirisestikin tehtaviss3,
mutta kritiikin saa esiin ilman avaruus-
matkaa. Olettakaamme, etta kaikki nama
kolme tarkkailupistetta lahettavat valon-
sateita suoraviivaisesti eri suuntiin, jotta
voimme tahystaa niita toisistaan. Valon-
sateen matka Maasta Kuuhun vie aikaa
hiukan yli sekunnin. Taman ajan kuluessa
Kuu on siirtynyt radallaan, mutta Maassa
olevat kaksi pistettd ovat yha kiinni toi-
sissaan. Kuussa oleva tahystaja ei katsele
identtista tai samaa rataa edennytta va-
lonsadetta kuin Maassa vastakkaisesta
suunnasta katseleva tahystaja, vaikka
kumpikin katsoo suoraan edennytta va-
lonsadetta, silla Kuu on siirtynyt valonsa-
teen kulkuaikana. Jos Kuusta lahetetaan
valonsdde Maahan siitd pisteestd, johon
tarkkailtu valosade tuli, se ei etene siihen
pisteeseen, josta Kuusta havaittu sade
lahti Maasta. Tallaisen sateen pitaisi liik-
kua ajassa taaksepain ja Maan tulisi pala-
ta siihen pisteeseen, josta lahtenyt,
Kuussa rekisteroity valonsade havaittiin.
Kausaaliset signaalit ovat yksisuuntaisia,
emme voi matkustaa ajassa taaksepain.
Mitkaan kolme valonsadetta eivat muo-
dostaisi sellaista kuviota, jonka kulma-
summalla olisi mielekas tulkinta avaruu-
den geometrian arvioimiseksi.

Voimme ymmartaa tilanteen kahdella ta-
valla. Atiyah ja Nevanlinna kayttavat epa-
onnistuneita esimerkkeja yrittdessaan
kuvata yleistajuisesti avaruuden geomet-
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rian luonnetta, joten heidan esimerkkien-
sa kritikointi ei osu kohteeseensa. Toinen
mahdollisuus on mielenkiintoisempi. Ma-
temaatikko Antti Kupiainen sanoo artik-
kelissaan Matematiikan suhteeton tehok-
kuus (Suhteellista? s 285):

"Aloitetaan siis alusta - eli matematiikasta.
Useimmat matemaatikot lienevat jonkin
asteen platonisteja. Toisin sanoen mate-
maattiset struktuurit nayttavat muodosta-
van oman meista riippumattoman todelli-
suutensa, josta matemaatikot vaha vahal-
ta saavat tietoa ajattelunsa avulla. Lisaksi
tama todellisuus tuntuu matemaatikoista
ainakin yhta todelliselta kuin fysikaalinen
todellisuus, ja tietomme siitd jopa paljon
varmemmalta.”

Platonistisen maailmakuvan ohjaamina
ajattelemme, etta matematiikka tarjoaa
meille riippumattoman koordinaatiston,
objektiivisen taustan, jolta voimme esit-
taa empiiristd maailmaa koskevia vaittei-
ta. Nain esim. Singh (Fermat'n viimeinen
teoreema, s 48):

"Matematiikka tarjoaa luonnontieteille lu-
jan lahtokohdan, ja luonnontiede raken-
taa talle jarkahtamattomalle perustalle
omien epatasmallisten mittaustensa ja
epatdydellisten havaintojensa avulla.”

Tama kasitys matematiikasta varmana
lahtékohtana dominoi itsestdaanselvyy-
tena. Empiirisen maailman kuvauksen
uskotaan olevan kokonaan muotoiltavis-
sa matemaattisesti (Ludwig Faddejev, Fy-
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siikan loppu matemaatikon silmin, kirjas-
sa Symbolien metsassa, s 242). Tahan ka-
sitykseen sisaltyy kuitenkin kehapaatel-
ma, joka on tunnettu logiikassa jo yli sa-
dan vuoden ajan. Bertrand Russell osoitti
Gottlob Fregen joukko-opin avulla teke-
massa kielen formalisointiyrityksessa vir-
heen, jota usein havainnollistetaan seu-
raavasti. Modifioin tassa Lauri Jarvileh-
don esimerkkia Konemieli-kirjasta: Jos
Pekka sanoo, etta kaikki kreetalaiset ovat
valehtelijoita, vaite on selva ulkopuolisen
sanomana, mutta jos Pekka on itsekin
kreetalainen, vaite muuttuu ongelmalli-
seksi. (Oletamme tassa, ettd “olla valeh-
telija” tarkoittaa etta jokainen kreetalai-
sen vaite on valetta.) Logiikan lauseet ei-
vat voi viitata itseensa aiheuttamatta ris-
tiriitaa; se tekisi jarjestelmasta virheelli-
sena arvottoman. Kokonaisuutta ei voi
kuvata riippumattomasti sen itsenséa
osan avulla. On huomattava, etta tama
kritiikki tulee joukko-opista ja matemaat-
tisen logiikan piirista, alueelta, jota pide-
tdan matemaattisen fysiikan ja elotonta
luontoa tutkivien tieteiden pelikenttana.

Avaruuden geometrian ongelma on ana-
loginen: sita yritetadn maarittaa mittalait-
teilla, joilla on etukateen taytynyt olettaa
joku geometria, jonka on oltava yhteen-
sopiva maailman geometrian kanssa. Yri-
tys saada selville empiirisen avaruuden
geometria sisaltaa siten kehapaatelman.
Vain paroni von Munchhausen voi nostaa
itseddn tukasta. Olemme jo joutuneet
olettamaan sen, mitd yritimme sanoa.
Ratkaisuksi tarjoutuu silloin ajatus, jonka
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mukaan avaruuden geometria eli ole
euklidinen tai epaeuklidinen, vaan etta
maailman kokonaisuuden geometrian
kuvaamista yrittdvat lauseet johtavat
loogiseen ristiriitaan ja ovat siksi epamie-
lekkaita. Reaalinen maailma ei olisi taman
mukaan loppuun saakka ristiriidattomasti
kuvattavissa kielen, logiikan, geometrian
tai matematiikan malleilla.

Karl-Otto Apel on artikkelissaan Witt-
genstein ja Heidegger (kirjassa Filosofian
tila ja tulevaisuus, s 97-137) perusteelli-
sesti analysoinut kokonaisuutta koske-
vien vaitelauseiden ontologista ongel-
maa. Avaruuden geometriasta kaytavaa
keskustelua ei ole tarkoituksenmukaista
kayda ottamatta huomioon Apelin ana-
lyysia. Platonistille ei tdtd ongelmaa ole
olemassa, koska han uskoo voivansa tar-
kastella maailmaa ulkoapain matematii-
kan antamasta riippumattomasta taus-
tasta, olematta menetelmiensa empiiris-
ten ominaisuuksien kautta jo vaistamatta
maailmasta riippuvainen.

Yhteensopivuuden vaatimus on jo Aristo-
teleen esittama: mitan ja mitattavan on
oltava laadullisesti samansukuisia. Teemu
Perhoniemi kirjoittaa (Mitan muunnelmat,
s 165):

“Mittaaja ei voi mitata reaalista (aineelli-
nen todellisuus) ominaisuutta ideaalisella
(puhtaan matematiikan tavoin vain aja-
tuksina tai kirjallisina maaritelmina oleva
ihanne) mitalla vaan tarvitsee valmiste-
tun mitan tai mittausjarjestelyn.”
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Tarkemmin (s 52-3):

“Siihen, mita millakin mitalla voi mitata,
liittyy tarkea rajoite.
den (syggenes) vaatimuksella Aristoteles
tarkoittaa tassa sita, ettei pituudella voi
mitata esimerkiksi varia, painolla aanek-
kyytta tai vaikkapa tilavuudella lampoa ja
niin edespain. Mittaaminen riippuu siten
myoOs mitan ja mitattavan sukulaisuudes-
ta, silla vain samansukuiset eli saman
genoksen omaavat mitta ja mitattava
ovat suhteessa toisiinsa ja yhteismitalli-
sia.”

... Samansukuisuu-

MyoOs Einsteinin sanomaksi on esitetty
vastaava ajatus: "fysiikka on teoria luon-
nosta, jollaiseksi se osoittautuu, kun
luontoa tutkitaan reaalisilla mittasauvoilla
ja kelloilla” (Haupling, Die Reichweite der
Physik, s 128). Taman mukaan kokonai-
suutta ei voi mitata sen itsensa osalla
joutumatta loogisiin virhepaatelmiin. Sii-
na missa platonisti ajattelee luonnontie-
teiden rakentavan matematiikan riippu-
mattomalle, “jarkahtamattomalle perus-
talle”, siina aristotelikko ajattelee, etta
luontoa koskevat matemaattiset tulokset
ovat empiiristen mittojen ja empiiristen
mittauskohteiden suhteita. Suhteita ei
voi olla olemassa, ellei jo ole olemassa
jotakin, joiden vililla nama suhteet val-
litsevat. Tama platonismista eroava kasi-
tys primaarisyydesta tarjoaa samalla
mahdollisuuden ehdottaa ratkaisua Eu-
gene Wignerin usein siteeratulle ongel-
malle (Matematiikan kasittamaton tehok-
kuus luonnontieteissa, s 282): “Matema-



ARKHIMEDES 2/2025

tiilkan kielen soveltuvuus luonnonlakien kainen empiiristd luontoa oikein kuvaava
muotoiluun on ihme, jota emme ymmar- luku ilmaisee jonkun empiirisen suhteen,
ra, ja ihmeellinen lahja, jota emme ole matematiikka on jo tulkittua matematiik-
ansainneet.” Kyseessa olisi talloin plato- kaa, sovellettu luontoon sopivaksi. Empii-
nistisen maailmankuvan tuottama on- riset mitat ovat osa empiirista luontoa, ja
gelma, jota aristotelikolla ei ole. Jos jo- sellaisina ne noudattavat luonnon lakeja,
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