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Téssa artikkelissa esitelladn Chikan testin laajennus ja verrataan sité toiseen yleiseen jaollisuusséédn-

toon, numeroiden painotetun summan menetelméaan.

LYHYT JOHDANTO JAOLLI-
SUUSSAANTOIHIN

leisesti voidaan helposti todeta, ettd
Y reaaliluku » on jaollinen reaaliluku

s:114 eli s | r jos ja vain jos r paittyy
kokonaislukuun nolla s-jarjestelméssa. Tavalli-
sesti jaollisuussdannoilld (eli -testeilld) tarkoi-
tetaan kuitenkin tapauksia, joissa r ja s ovat

positiivisia kokonaislukuja kymmenjérjestel-
massa.

Aikojen kuluessa jaollisuussidintgja eri luvuil-
le s on kehitetty suuri médrd ja ne perustuvat
tyypillisesti esimerkiksi luvun r numeroiden
summaan (kuten tapauksissa s =3 ja s =9),
numeroiden painotettuihin summiin (esimer-
kiksi s =7 ja s = 11), viimeisten numeroiden
ominaisuuksiin (kuten s = 2,5,10,25) tai néi-
den menetelmien yhdistelmiin.

Kaikki jaollisuudet ainakin periaatteessa kat-
tavia menetelmid on esimerkiksi tuo mainittu
numeroiden painotettu summa, jolla tarkastel-
tavaa lukua saadaan iteratiivisesti pienennet-
tyd: Alkuperdinen luku on jaollinen s:114 jos ja
vain jos numeroiden painotettu summa on
jaollinen s:114. (Nolla katsotaan jaolliseksi kai-
killa luvuilla s.)

2 Vrt. Midyn Lause.
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Kertoimet saadaan tarkastelemalla esimerkiksi
7:n yhteydessé yhtdldjonoa

=..143.-7d+ 14 -Tc +7b —1d +2c +3b + 1a.

Kertoimia voidaan periaatteessa 10ytdd rajat-

tomasti, mutta kannattaa tietysti valita ne joilla
...dcba = ...1000d + 100c + 106 + a
numeroiden painotettu summa on pienempi

kuin alkuperdinen luku.

Taulukon 1 toiseen sarakkeeseen on koottu
painotetuille summille pienimmin itseisarvon
omaavat kertoimet luvuille s =2,3,...,23.
Kertoimet vaihtelevat vililla [—s/2,5/2] ja
niiden jaksollisuutta voidaan verrata vastaa-
vien murtolukujen 1/s jaksollisuuksiin: Mo-
lempien jaksot ovat yhtd pitkid (todistus on
kotitehtdva 1), mutta kertoimilla voi tapahtua
pelkkd merkinvaihto puolivilissd, jolloin jak-
son pituus on siis parillinen2. Jos lopun ykko-
nen ei toistu kertoimissa, sitd ei tee mydskddn
alun nolla vastaavassa murtoluvussa (todistus
on kotitehtava 2).

Luvusta s =20 alkaen l0ytyy valitettavasti
lukuja r, joille menetelmd on hyddyton, koska
se ei pienennd alkuperdistd lukua. Esimerkiksi
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s r:n numeroiden painotetut | Laajennetun Chican testin kerroin
kertoimet
1 viim. numero 2 viim. numeroa
2] ..000,1 Puuttuu Puuttuu
3| ...,1,1,1,1 1,-2,4,-5,7,-8,10,-11,... 1,-2,4,-5,7,-8,10,-11,...
4| ..0002,1 Puuttuu Puuttuu
51..000,1 Puuttuu Puuttuu
6 ..-2,2-2+41 Puuttuu Puuttuu
71 ..,2,3,1,-2,-3,-1,2,3,1 -2,5,-9,12,-16,19,-23,26,... -3,4,-10,11,-17,18,-24,2
5,...
8| ..00042.1 Puuttuu Puuttuu
9| .. 1,11, 1,-8,10,-17,19,-26,28,-35,... 1,-8,10,-17,19,-26,28,-3
5,...
10 | ..0,00,1 Puuttuu Puuttuu
11 | oL +1,- 1,41 -1,10,-12,21,-23,32,-34,43,... 1,-10,12,-21,23,-32,34,-
43,...
12| ..444-2.1 Puuttuu Puuttuu
13| ..-1-4-3143-1-43.1 4,-9,17,-22,30,-35,43,-43,... 3,-10,16,-23,29,-36,42.-
49,...
14| ..2-4-6-2462-41 Puuttuu Puuttuu
15 | ..-5-5/5.1 Puuttuu Puuttuu
(tai ...,10,10,10,1)
16 | ....000.84,-6,1 Puuttuu Puuttuu
17 ...,2,7,‘1,5,'8,6,4,‘3,'2,-7,1 -5’12’_22’29"39’46a'56’639--- 8,'9,25,'26,42,'43,59,‘6
0,...
18 | ....-8,-8-8,1 Puuttuu Puuttuu
(tai ...,10,10,10,1)
19| ..-59,-1,-2,4-83,6,-7,5,- 2,-17,21,-36,40,-55,59,-74,... 4,-15,23,-3442,-53,61 .-
9,1 72,...
20 | ...00,10,1 Puuttuu Puuttuu
21| ...,10,1,-2,4,-8,-5,10,1 -2,19,-23,40,-44,61,-65,82,... 4,-17,25,-38,46,-59,67,-
80,...
22 | ...,-10,10,-10,10,1 Puuttuu Puuttuu
23 | ...,-8,-10,-1,-7,-3,2,-9,6,-4.- 7,-16,30,-39,53,-62,76,-85,... 3,-20,26,-43,49,-66,72,-

5,11,8,10,1

89,...

Taulukko 1: Numeroiden painotetun summan ja laajennetun Chican testin yhden ja kahden vii-
meisen numeron kertoimia tapauksille s = 2...23.

31




ARKHIMEDES 1/2026

(Kotitehtdvd 3: Mikd on pienin luku s, jolla
painotettujen kertoimien menetelmé on hyody-
ton kaikille luvuille r?)

r=42-4-10+2-1=42

Listauksia eri jaollisuussdédnnoistd lukujen s
suuruusjérjestyksessd 10ytyy esimerkiksi Wi-
kipediasta [1]. Ahuja &Bruening ovat myos
kirjoittanee lyhyen artikkelin eri jaollisuus-
sdantojen historiasta [2].

NIGERIALAISPOJAN JAOLLI-
SUUSSAANTO VUODELTA
2019

Yhden uusimmista jaollisuussddnnoistd keksi
12-vuotias nigerialainen koulupoika Chika
Ofili vuonna 2019. Sdidnnostd kaytetddn usein
englanninkielessd nimitystd etunimen mukaan
Chika's test. Asiasta uutisoitiin maailmanlaa-
juisesti ja Suomessakin useissa sanomalehdis-
sd, sekd keskusteltiin runsaasti myos some-ka-
navilla. Témékin kirjoitus sai alkunsa allekir-
joittaneiden keskusteluista Rakastan matema-
titkkkaa -Facebook-ryhméssd 2020. On kuiten-
kin myds huomautettu, ettd vastaavantapainen
jaollisuussddntd on julkaistu aiemmin esimer-
kiksi intialaisessa oppikirjassa Vedic Mathe-
matics [3].

Chikan jaollisuustesti luvulle 7 kuuluu néin:
Otetaan tutkittavan kokonaisluvun viimeinen
numero pois, kerrotaan se viidelld ja ynnitidén
saatu uusi luku alkuperdisen luvun jiljelld ole-
vaan osaan, jolloin saadaan uusi luku. Jos ja
vain jos tdma uusi luku on jaollinen 7:114 on
alkuperdinenkin luku jaollinen 7:114. Tarvit-
taessa toimenpide toistetaan.

Eli kyseessé on iteratiivinen sdantd, jolla alku-
perdisen luvun pituutta lyhennetdin joka kier-
roksella (yleensd) yhdelld numerolla, kunnes
padstddn helposti tarkistettavaan kahteen nu-
meroon. Esimerkiksi 315 — 314+5-5 = 56 —
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5+6:5 =35 — 34+5:5=28 - 248:5 =42 —
442.5 = 14 —» 1+4.5 =21 — 2+1-5 =17, eli
alkuperdinen luku on 7:114 jaollinen. Kéytén-
nossd riittdd pysdhtyd kaksinumeroiseen lu-
kuun. Kysymys siitd saavuttaako 7:114 jaolli-
nen lukujono aina luvun 7 muistuttaa hieman
Collatzin konjektuuria, mutta tissé se on help-
poa todeta kdymalld l4pi luvut 14, 21,..., 98.
Myos jokainen 7:114 jaoton lukujono saavuttaa
ennenpitkdd kaksinumeroisen luvun, ja pédityy
lopulta muuhun yksinumeroiseen lukuun kuin
7: Riittdd kayda liapi 7:114 jaottomat luvut
100,101,...999 ja 10,11,...,99; esimerkiksi 551
— 55+1:5=60 — 6+0-5=6. (Kotitehtdva 4:
Tarkista edellisen virkkeen oikeellisuus. Koti-
tehtdvd 5: Yleisemmin, sisdltyykod jokainen n
-numeroinen luku johonkin ylldmainittuun lu-
kujonoon, kun l&hdetddn liikkeelle n + 1-nu-
meroisista luvuista ja ilmeneekd ndiden valilla
saannonmukaisuuksia, n = 1,2,...7).

PITKA JA LYHYT TODISTUS

Télle Ofilin sdénnélle (eli Chikan testille) on
esitetty internetissa useita todistuksia ja se voi-
si olla myds hyva harjoitustehtdva lukiolaisil-
le. Téssd toisen allekirjoittaneen (Peltosen)
esittdma todistus, josta Facebook-ryhmin kes-
kustelu sai alkunsa:

Alkuperdinen kokonaisluku voidaan aina kir-
joittaa muotoon a = 10(7m + n) + p, missd
m, n ja p ovat positiivisia kokonaislukuja. Jako
7:114 antaa a/7 = 10m + (10n + p)/7 . Vas-
taavasti uusi luku on titen

b=Tm+n+5p.

Jako 7:114 antaa b/7 = m + (n + 5p)/7, missd
m e N,n € {0,1,...6} jap €0,1,...9. Alku-
perdinen luku a ja uusi luku b ovat siis samaan
aikaan 7:11a jaollisia jos ja vain jos luvut
10n + p ja n + S5p ovat samaan aikaan 7:11a
jaollisia. Oletetaan ensin, ettd 10n + p on 7:114
jaollinen. Tiedetdédn, ettd 0 < 10n +p < 69,
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joten riittdd tarkastella seuraavat 10 tapausta
10n +p =0,7,...,63.

Esimerkiksi 10n +p =21 antaa n =2 ja
p=1,jostan+5p =2+5="7,elin + Spon
7:114 jaollinen. Vastaavasti muut 9 tapausta.
Oletetaan sitten toisin pdin, ettd n+5p on 7:114
jaollinen. Tiedetddn, ettd 0 <n+5p <51,
joten riittdd tarkastella 8 tapausta. Esimerkiksi
n + 5p = 35 antaa (n,p) = (0,7),(5,6), jol-
loin 10n + p on vastaavasti 7 tai 56, molem-
mat 7:114 jaollisia. Vastaavasti muut 7 tapausta
(kotitehtdva 6). Joten 10n + p on 7:114 jaolli-
nen jos ja vain jos n + S5p on 7:11d jaollinen.
Joten alkuperdinen luku a on 7:114 jaollinen jos
ja vain jos uusi luku b on 7:114 jaollinen. M.o.t.

Tahéan todistukseen toinen allekirjoittaneista
(Jamsd) esitti kommenttina lyhyemmain todis-
tuksen: Jaollisuussddntd perustuu yksinkertai-
sesti sithen, ettd kun kokonaislukuun a lisdtdan
49n (n on kokonaisluku), niin summan
b=a+49n =a+50n —n jaollisuus (tai
jaottomuus) 7:lla sdilyy. Kun n on luvun a
viimeinen numero, luvun b viimeiseksi nume-
roksi tulee nolla. Voidaan siis jakaa kymme-
nelld. Seuraavassa kommentissa Peltonen tote-
si, ettd Jimsan todistuksen voi esittdd muodol-
lisesti ndin:

Alkuperdinen luku a = 10p + g on 7:114 jaol-
linen jos ja vain jos

a+7-7g =10p + g+ 49g = 10p + 50q

on 7:114 jaollinen. Tama jaollisuus on yhtipiti-
véad sen kanssa, ettd uusi luku b = p + 5 on
7:114 jaollinen. M.o.t.

LYHYEN TODISTUKSEN LAA-
JENNUS

Seuraavaksi Peltonen totesi, ettd Jimsén todis-
tuksen voi helposti muokata muillekin luvuille
kuin 7, kuten luvulle s = 11:
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Luku a = 10p + g on 11:1la jaollinen

< a—11g = 10p — 10g on 11:1la jaollinen
< b =p —qon ll:llajaollinen.

Téssd sddntd on siis (lyhennettynd) “véhenne-
tddn jdljelld olevasta luvusta viimeinen luku”.

Tai: Lukua = 10p + g on 11:114 jaollinen

< a+99g = 10p + 100qg on 11:114 jaollinen
< b =p + 10q on 11:114 jaollinen.

Téssd siis “lisdtddn jéljelld olevaan lukuun 10
kertaa viimeinen luku”.

Siten myos tapaukselle s =7 saadaan hel-
pompi jaollisuussdéntd negatiivisella kertoi-
mella:

Luku a = 10p + g on 7:lla jaollinen

< a—21g = 10p — 20q on 7:1la jaollinen
< b = p — 2q on 7:114 jaollinen.

Eli 7:n muunneltu jaollisuussdntd kuuluisi:
“Otetaan tutkittavan kokonaisluvun viimeinen
numero, kerrotaan se kahdella ja vihennetddn
saatu uusi luku alkuperdisen luvun jiljelld ole-
vasta osasta, jolloin saadaan uusi luku. Tami
uusi luku on jaollinen 7:114 jos ja vain jos al-
kuperdinenkin luku on jaollinen 7:114.”

Vastaavasti voidaan tarkastella myods kahta
viimeistd numeroa, esimerkiksi tapauksessa
s =11:

Luku a = 100p + g on 11:114 jaollinen

< a+11-9qg = 100p + 100g on 11:114 jaollinen
< b = p + g on 11:114 jaollinen.

Téssé alkuperdisen luvun pituutta on lyhennet-
ty kahdella numerolla ja luvun 11 sédannoksi
muodostuu “lisdtddn jéljelld olevaan lukuun
lopusta poistettu kaksinumeroinen luku”.

Samoin tapauksessa s = 7:
Luku a = 100p + g on 7:114 jaollinen
< a+7%57q = 100p + 400g on 7:114 jaollinen
< b = p + 4q on 7:114 jaollinen.
Eli luvun 7 sddnnoksi muodostuu “lisétddn jal-
jelld olevaan lukuun lopusta poistettu kaksi-
numeroinen luku kerrottuna neljalla”.
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Taulukon 1 kolmanteen sarakkeeseen on koot-
tu yhden ja kahden viimeisen numeron joitakin
itseisarvoltaan pienimpid vaihtoehtoisia ker-
toimia luvuille s = 2,3,...,23. Esimerkiksi, jos
halutaan testata onko 5311 jaollinen 17:114,
valitaan taulukosta ensin vaikka -22 ja sitten
vaikka -5, jolloin saadaan lukujono

5311 — 531 — 22-1=509 — 50 — 5-9=5, joten
5311 ei ole 17:114 jaollinen. Kullakin askeleella
kiytetddn siis Chican laajennetussa testissé
yhtd kerrointa, mutta numeroiden painotetussa
summassa montaa kerrointa.

Todistusten ja niistd saatavien kertoimien
yleistimiseen voi kiyttdd nditd ohjeita:

1. Yhden viimeisen luvun poistamisessa todis-
tuksen toisella rivilld alkuperdiseen lukuun a
lisdtddn g kertaa jokin seuraavista luvuista:
....,—101,-91,...,-21,-11,9,19,...,99,109,... .
Luku valitaan niin, ettd se on s:114 jaollinen.
Néitd 10ytyy yleensd rajaton midrd. Esimer-
kiksi tapauksessa s = 3 itseisarvoltaan enin-
tadn 10 olevia kertoimiakin 10ytyy jo 7 kpl.
(Kotitehtdvd 7: Todista, ettd pienimmin posi-
titvisen ja ja negatiivisen kerroinparin itseisar-
vojen summa on aina s. Mitd sddntoa sitd seu-
raavat kerroinparit noudattavat?)

2. Yleisesti luvun s iteratiivinen jaollisuus-
sddnnon todistussapluuna ndyttiisi siis talta:
Luku a = 10p + g on s:114 jaollinen

& a * ksq = 10p £ nl0gq on s:114 jaollinen.
< b = p * ngon s:llé jaollinen

3. Télla tavoin voidaan siis luoda iteratiivisia
jaollisuussdntojda mille tahansa luvulle
s #k2'5/(i, j,k € Z,) siten, ettd alkuperi-
nen luku lyhenee loppupédstd halutulla maa-
rdlld numeroita. Kannattaa yleensd valita pie-
nin positiivinen tai suurehko negatiivinen ker-
roin siten, ettd | b | < |a].
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KONGRUENSSIARITMEETTI-
SIA HUOMAUTUKSIA

Kéyttdmalla modulo-tyokalua ylld kuvatut joh-
tamiset voidaan suorittaa hieman lyhyemmin.
Yleisesti luvun s laajennettu Ofilin iteratiivi-
nen jaollisuussddntd ndyttdisi siis talta:

Luku a = 10p + g on s:114 jaollinen
S a+ksg=10p +qg tksq =10p + 10ngq,

jollain kokonaisluvulla \(n\), on luvulla s jaol-
linen.

Tutkimme luvun a = 10p + g jaollisuutta eri-
tyisesti luvullas = 10u + v;v € 1,3,7,9. Aina
voidaan muodostaa kymmenelld jaollinen luku
(a £ksqg) =10ng = 10b sopivalla luvun k
valinnalla, jolloin uuden luvun b numeromaéra
on yleensd pienempi kuin luvun a. Tarkastele-
va luku lyhenee néin iteratiivisesti joka kerta,
kunnes lisdttdva tai vahennettavd luku ksg on
samaa suuruusluokkaa kuin jo lyhennetty luku.
Liséttdvassd tai viahennettivissd luvussa ksq
on kertoimena jakaja s, eli jaollisuus tai jaot-
tomuus luvulla s ei muutu luvun a lyhentyessi
luvuksi b.

Kisittelemme asiaa kokonaislukuavaruudessa,
joka siséltdd my0s negatiiviset luvut.

Kongruenssi x =y (mod 10) tarkoittaa, ettd
luku x —y on jaollinen luvulla kymmenen.
Luvut x ja y kuuluvat télldin keskenddn sa-
maan jadnnosluokkaan kymmenelld jakami-
seen suhteen. Merkinndssdmme, kuten
9 = — 1(mod 10), otamme kuitenkin huo-
mioon myds negatiiviset luvut.

Jakajaluku s = 10u + v médrittelee luvulla v
luvun k = k(v) mahdollisia arvoja. Luku k voi
olla my06s negatiivinen. Tarkastelemme tulojen
ks jakojaannoksid kymmenelld jakamisen suh-
teen. Luvut kK muodostetaan kaavoilla

k=v,k=—v,k=10—vtaik =v — 10.

Jos v kuuluu joukkoon {1,3,7,9} ja k kuuluu
joukkoon {v, —v,10 —v,v — 10}, niin aina
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jompikumpi kongruenssi, kv =1 tai kv =9,
patee. Tdma todetaan seuraavan lauseen todis-
tuksessa. Allaolevaan taulukkoon 2 on laitettu
k:n arvot véliltd —5 < k < 5, jolloin ku on
itseisarvoltaan yleensd pienempi, ja tauluk-
koon 3 k:n arvot vililtd 5 < | k| < 10.

Taulukossa on myds laskettuna luvut
ks = 10ku + kv ja sen jaannosluokka. Kulla-
kin v ovat molemmat jddnnoOsluokat
ks = 1(mod 10) ja ks = 9(mod 10) saatavil-
la ja tdmad riittdd hyvin luvun a numeroméaéran
lyhentdmiseen.

Taulukoissa 2 ja 3 ovat valittuina kertoimet
k=v,k=—v,k=10—v jak=v—-10.
Havaitaan, ettd olkoonpa v miki tahansa jou-
kon {1,3,7,9} luku, niin kullakin luvun k va-
linnalla on kumpi tahansa jakojaannds, ks = 1
tai ks = 9, saatavilla. Jakojaadnnds maéraa sen,
onko luku ksq lisdttdva vai vdhennettava lu-
vusta a. Edelldkéyty asia on alla lauseen muo-
dossa.

v| k | kv | ks =10ku+ kv (mod 10)
111 1 1
1{-1| -1 9
31 3 9 9
31 -3 -9 1
70 3 21 1
71 —=3|-21 9
91 —-1] -1 9
91 1 1 1
Taulukko 2
v| k | kv | ks =10ku+ kv (mod 10)
1{9 9 9
11-9] -9 1
3|1 7 21 1
3| —=7]-21 9
T 7 | 49 9
7| —=71]—49 1
91 9 81 9
91 -9 =81 1

Taulukko 3
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Lause Olkoon jaettava luku a = 10p + q. OI-
koons = 10u + v, missdv = 1,3,7, tai 9.

Olkoon k € {v, —v,10 — v,v — 10}. Ndilld
oletuksilla kv = ks = = 1(mod 10) .

Tdlloin pdtevit vditteet:

a) Jos kv = ks = 1(mod 10), niin
a = 10p + q on luvulla s jaollinen silloin ja
vain silloin kun a — ksq on s:1ld jaollinen.

b) Jos kongruenssi kv = ks = — 1(mod 10)
on voimassa, niin a = 10p + q on luvulla s
Jjaollinen silloin ja vain silloin kun a + ksq on
s:1ld jaollinen.

Todistus:

Koska on ks = k(10u + v) = 10ku + kv, niin
on kv = ks(mod 10).

Koska luku k € {v, —v,10 —v,v — 10}, niin t
kv e {vz, —v210v — V2,2 — 10v}. Koska
v2 =1,9,49 tai 81, on v> =+ 1(mod 10), ja
ndin ollen on kv = = 1(mod 10) .

Osoitetaan oikeaksi vield vditteet a) ja b)

a) Luku ¢g(1 —ks) on kymmenelld jaollinen
ehdon a) kongruenssin ks =1 perusteella.
Siksi myos

a—ksq=10p +q —ksq =10p + q(1 — ks)

VIITTEET

on jaollinen kymmenella.

b) Luku g(1 + ks) on kymmenelld jaollinen
ehdon b) kongruenssin ks = — 1 perusteella.
Siksi my0s

a+ksqg=10p +qg+ksqg =10p + q(1 + ks)
on jaollinen kymmenell.

Molemmissa tapauksissa, a) ja b) siis lause
pateek = v, —v,10 —v,v — 10. M.o.t.

LOPPUKOMMENTTI

Aika ndyttdd onko Chican testistd ja téssd ku-
vatusta sen laajennuksesta hyotyd esimerkiksi
alkulukujen testaamisessa ja 10ytdmisessd no-
peampien algoritmien muodossa, lukuteorian
kehittdmisessd yleisemmin tai matematiikan
pedagogiikassa. Vai onko kyseessd vain pieni
marginaalihuomautus lukuteoriaan. Jos mene-
telmdd verrataan luvun r numeroiden painotet-
tuihin summiin, Chican laajennetun testin etu-
na on toimivuus myd0s isoilla kokonaisluvuilla
s, vaikka onkin pienilld s hitaammin iteroituva
menetelmd. Kuten useimmat jaollisuustestit,
molemmat menetelmit ovat kuitenkin kaytto-
kelpoisia kédsinlaskennassa.

[1] Wikipedian artikkeli jaollosuudesta:_https://en.wikipedia.org/wiki/Divisibility rule (3.9.2024)

[2] Ahuja & Bruening, A Survey of Divisibility Tests with a Historical Perspective. Bull.
Malaysian Math. Soc. (Second Series) 22 (1999) 35-43.
[3] Tirtha, Swami Bharati Krishna, and Vasudeva Sharana Agrawala. Vedic mathematics. Vol. 10.

Motilal Banarsidass Publishing House, 1992.
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