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ARTIKKELIT

KONTRAKTIO JA SEN JOHDANNAISET

Raimo Voutilainen

Banachin kiintopistelauseen keskeisena sisdltonid on kontraktion késite, ja kontraktion
kayttd kiintopisteen etsinndssd. Téassd kirjoituksessa esitellddn erditd kontraktion joh-
dannaisia ja niiden merkitystd kiintopisteteoriassa. My0s erditd muita mielenkiintoisia

viimeaikaisia kiintopistelauseita esitelldan.

JOHDANTO

Kiintopisteteorian varhaiset kulmakivet ovat
Brouwerin (1912) kiintopistelause euklidisille
avaruuksille ja Banachin (1922) kiintopiste-
lause tdydellisille metrisille avaruuksille. Sen
jilkeen esitettyjd kiintopistelauseita on esitellyt
mm. Voutilainen (2023). Uudemmassa kiinto-
piste-kirjallisuudessa Banachin esittiméa kont-
raktion késitettd on yleistetty siten, etti kiinto-
pisteen olemassaolo ja sen etsintdalgoritmi on
pystytty muotoilemaan mahdollisimman ylei-
selld tasolla. Tdmin kirjoituksen tarkoituksena
on esitelld erditd tdllaisia lauseita ja muutamia
muitakin viime aikoina todistettuja kiintopiste-
lauseita. Niissd kdytetddn runsaasti mm. funk-
tionaalianalyysin kasitteistod. Aluksi kasitellddan
kontraktiota ja erditd sen ominaisuuksia. Kirjoi-
tuksen padsisiltond ovat lauseet 2-8. Ennen ku-
takin lausetta esitellddn sen tarvitsemia médri-
telmid. Lauseet ovat perdisin julkaisuista Wang
ja Zhou (2011), Kurnam ja Katchang (2012),
Ungchittrakool ja Jarernsuk (2012), Kim

(2011), Suantai ym. (2016) ja Shukla ja Panic-
ker (2022).

Aloitetaan maarittelemalld metrinen avaruus:

Mddritelmd 1. Metrinen avaruus on pari (X, d)
missd X on joukko ja d reaaliarvoinen kuvaus
(ns. metriikka eli etdisyysfunktio), joka kaikilla
joukon X alkioillax, y ja z toteuttaa ehdot

1.d(x,z) <d(x,y)+d(y,2),
2.d(x,y)=d(y,x)
3.d(x,x) =0,

4. dx,y)=0=>x=y

Metristd avaruutta (X, d)) kutsutaan usein vain
metriseksi avaruudeksi X, jos kiytossd oleva
metriitkka on asiayhteydesti selvi.

Vektoriavaruus on tunnetusti metrinen avaruus.
Saadaan téirked uusi késite, Banachin avaruus:

Mddritelmd 2. Banachin avaruus on vektoria-
varuus, jossa jokainen Cauchyn jono suppenee.
(Cauchyn jono on tavallisen suppenevan jonon
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yleistys.) Metristd avaruutta, jonka jokainen
Cauchyn jono suppenee, sanotaan tdydelliseksi.

Madritelmd 3. Olkoon V vektoriavaruus, jonka
skalaarikunta on F (reaaliluvut R tai kompleksi-
luvut C). Sisdtulo on kuvaus (-,-):
V X V — F, joka toteuttaa aksioomat:

1. (f,g) =(g f)* Kkaikilla f,g € V (konju-
gaattisymmetrisyys; symboli * on komplek
sikonjugaatti),

2. (af,g)=a(f,g) kaikillaa € F, f,g € Vja

(fflge+h=(g+(f,h) kaikilla
f, &, h € V (seskvilineaarisuus).

3. (f,f) = 0Okaikilla f € V (ei-negatiivisuus)
4. (f.f)=0= f =0 (ei-degeneratiivisuus).

Vektoriavaruus varustettuna sisitulolla on sisd-
tuloavaruus.

Mddritelmd 4. Hilbertin avaruus on taydellinen
sisdtuloavaruus. Hilbertin avaruus on siis vekto-
riavaruus, jossa jokainen Cauchyn jono suppe-
nee sisdtulon indusoimalla metriikalla mitaten.

Téssd kirjoituksessa tarkastellaan erilaisia tapo-
ja lieventdd kontraktion ehtoja siten, ettd kiin-
topisteen olemassaolo ja sen kanssa sukua ole-
vat olemassaolokysymykset pysyvit voimassa
ja ao. tehtdville voidaan laatia ratkaisualgorit-
mit. Ensin annetaan kontraktion méaaritelma yk-
sinkertaisen reaalifunktion tapauksessa ja sitten
yleisesti.

Mddritelmd 5. Funktio f : R — R on kontrak-
tio, jos riippumatta luvuista x,y € R on ole-
massa 0 < g <1 siten, ettd

[ fG)=fD | <glx=y].

Yleisemmalla tasolla kontraktio maéaritelldan
kahden metrisen avaruuden vélisend funktiona.
Talloin yo. mééritelméssd korvataan vain ero-

tusten itseisarvot metriikoilla: (https:/fi.wiki-
pedia.org/wiki/Kontraktio) funktio f: X — Z
on kontraktio, jos riippumatta pisteistd x,y € X

on olemassa 0<g<1 siten, etté
dZ(f(x), f(y) < gdX(x,y) missd dZ ja dX
ovat avaruuksien Z ja Xmetriikat, vastaavasti.
Kontraktiosta kéytetddn joskus nimitystd “kutis-

2

tus™.

KONTRAKTIO JA DERIVAATTA

Jakamalla mairitelmén 5 ensimmaéinen epayhti-
16 |x — y|:114 saadaan vasemmalle puolelle f:n
erotusosaméiird. Helposti voidaan todistaa

Lause 1. Olkoon f : I — R derivoituva, missi
I C R on vili. Télloin f on kontraktio jos ja vain
jos

sup [ f'(x)| < L.

xel

Mddritelmd 6. Olkoon C Hilbertin avaruudenH
suljettu konveksi osajoukko, ja olkoon
S : C —» H kuvaus. Jos C:ssi on alkio x siten,
ettd x = S(x), x on S:n kiintopiste. S:n kiinto-
pisteiden joukkoa merkitddn F'(S ):114.

Kiintopiste ei ole aina yksikésitteinen, vaan
kiintopisteitd voi olla jopa ddreton maarad. Toi-
saalta kiintopisteitd ei yleisessd tapauksessa
tarvitse olla lainkaan. Kiintopistelauseet kerto-
vat kiintopisteprobleeman ratkaisusta eli kysy-
myksestd kiintopisteen tai -pisteiden olemas-
saolosta tiettyjen ehtojen vallitessa. Kiintopiste
médritellddn usein euklidista avaruutta ylei-
semmissd avaruuksissa kuten Banachin avaruu-
dessa tai Hilbertin avaruudessa, joskus jopa
yleisessé topologisessa avaruudessa, jossa ei ole
maédritelty etdisyyttd (Raj ja Piramatchi, 2020).

Midritelmd 7. Olkoon @ funktio C X C — R.
Tasapainoprobleemassa ®:lle on 16ydettdva pis-
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te x € C siten, ettd O(x,y) > 0 kaikillay € C.
Sellaisten ratkaisujen joukkoa merkitddn
EP(®):114.

KONVERGENSSILAUSEITA

Kiintopisteteorian peruslause, jonka muunnok-
sia on viimeisten sadan vuoden aikana raken-
neltu, on seuraava:

Lause 2. Banachin kiintopistelause. (Banach,
1922.) Olkoon (X, d) epatyhja tdydellinen met-
rinen avaruus ja olkoon f : X — X avaruuden X
kontraktio. Tdlloin kuvauksella fon tdsméilleen
yksi kiintopiste a. Liséksi kyseinen kiintopiste
voidaan 10ytdd seuraavasti: Olkoon x, avaruu-
den X mielivaltainen piste. Madritellddn luku-
jono x,=f(x,_;), n=123,... Timd jono
suppenee kohti kiintopistetta a.

Voidaksemme formuloida kirjallisuudesta 16y-
tyvid kontraktiokuvauksen yleistdvid lauseita
meidédn on annettava joukko uusia méaritelmii:

Moddritelmd 8. OlkoonC Hilbertin avaruuden H
suljettu konveksi osajoukko. Kuvausta S kutsu-

taan laajentumattomaksi (’nonexpansive’), jos
1SC) = Sl < [lx — yllkaikillax,y € C.

Kuvausta S kutsutaan asymptoottisesti laajen-
tumattomaksi ("asymptotically nonexpansive”),
jos on olemassa jono {k,} C[l,00) jossa
k, — 1 siten, ettd [[S"(x) — S"(WIl < |lx — yll
kaikillax,y € Cjan > 1.

Kuvausta S kutsutaan «-tiukaksi pseudokont-
raktioksi (“k-strict pseudo-contraction’) jos on
olemassa vakio k siten, ettdi 0 < x < 1 ja

[5G = SIII* < llx = ylI> + &l (x = y) = S(x) = S
kaikillax,y € C.

Kuvausta S kutsutaan asymptoottisesti k-tiukak-
si pseudokontraktioksi, jos on olemassa vakio k
siten, ettd) < k¥ < 1jajono {v,} C [0,00) siten,
ettd lim v, =0ja

n—oo

15") = S"WII* < A +v)llx = yI* + &l (x = y) = 8"x) = S"WII?
kaikillax,y € Cjan > 1.

Huomautus. Jatkossa P on (metrinen) projektio.
Ks. esim. Metric projection ja Chebyshev set.

Lause 2. Olkoon C Hilbert-avaruuden H epé-
tyhjé suljettu osajoukko, olkoon 7" asymptootti-
sesti k -tiukka pseudokontraktio siten, ettd
{v,} C(0,00), v, >0 kun n—>o0 ja
F(T) # @. Olkoot {x,} ja {u,} jonoja, jotka
médrittelevit alkuarvo x; = x € H ja yhtdlot

iy = ann + (1 - Qn)PC(Xn),

Wy = 0,5, + (1= 6)(B,1 + (1 = )T,

Co={vel:|w,—vll<lx,—vIl},

D, =01 G,
Xp41 = Pp (x), kaikilla n > 1,

missd {6,} c(0,1), {0,} C[0,a], missé
O<a<l,ja{p,} Clk,k'],missik <k’ <1.

Télloin {x,} suppenee vahvasti kohti pistettd

Todistus. Ks. Wang ym. (2011). Kyseesé on ar-
tikkelin paédlauseen toinen korollaari.

Huomautus. Wang ym. todistavat kolme Hilber-
tin avaruuden konvergenssilausetta.

Mddritelmd 9. kuvauksen C — C perhettd
S ={S(s):0 <5 < oo} kutsutaan C:n laajen-
tumattomaksi puoliryhmdksi, jos se toteuttaa
seuraavat ehdot :

(i) SO0)(x) = x kaikilla x € C,
(ii) S(s+1)=S(s)S(?) kaikilla s,z >0
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@ii) |ISGs)x) = SEOWI < llx =yl
kaikilla x,y € C|,ja s >0,
(iv) Kaikilla x € C funktio
s — S(s)(x) on jatkuva

Merkitdan F'(S):114 perheen S yhteisten kiinto-
pisteiden joukkoa eli

F(S) = Ny F(S(5)).

Mdidritelmd 10. Kuvaus A : C — H on a-kdcdn-
teisesti vahvasti monotoninen (“a-inverse-
strongly monotone™), jos on olemassa positiivi-
nen reaaliluku « siten, ettd

A(X) —AW), x —y) 2 allAKx) — A
kaikillax,y € C.

Mddritelmd 11. Kuvausten {V;: C — C} per-
hettd (i = 1,..., 00) kutsutaan tasaisesti k-tiuk-
kojen pseudokontraktioiden perheeksi, jos on
olemassa vakio k € [0,1) siten, ettd

IVix) = VOD)II* = llx = ylI* + klI(1 = v)x) = (1 = VYW)II?
kaikillax,y € Cjakaikillai > 1.

Lause 3. Olkoon C reaalisen Hilbertin avaruu-
den H epityhja suljettu konveksi osajoukko,

olkoot S={5(6):0<s < 0}
C:n laajentumaton puoliryhmé ja olkoon {z,}

kuvaukset

positiivinen reaalinen hajaantuva jono. Olete-
taan, ettd F(S) # @ Olkoon {x,} jono, jolle
patee

Xy € C, Cl,i =C, Cl = ﬂ;’il Cl,i X = PCI(XO)
ja

In

i = g+ (1 = an,»(l/rn)J S(x,)ds,
0
Cn+1,i ={z € Cn,i : ”yn,i - Z”z < ”xn - Z||2

+an,i(”x0||2 + 2(xn - -an Z))}

—_ (o]
Cor1 =021 Coriv

Xl = Pcn+1(xo)

kaikille n>0 ja {a,;};>,C(0,1)ja
lim a,; = 0 kaikillai > 1.

n—oo

Télloin {x,} suppenee vahvasti kohti pistettd

Todistus. Ks. Kurnam ja Katchang (2012), ko-
rollaari 4.1.

Lause 4. Olkoon C reaalisen Hilbertin avaruu-
den H epityhja suljettu konveksi osajoukko, ja
olkoon {V;: C - C}, tasaisesti k-tiukkojen
pseudokontraktioiden numeroituva perhe. Ol-
koon edelleen{T;: C — C}2, laajentumatto-

mien kuvausten numeroituva perhe, jolle
T(x)=tx+ (1 =-1)Vi(x)

kaikilla x € C, kaikillai > 1 jat € [k,1). Ol-
koon mydsd = N2, F(T;) # &. Olkoon {x,}
jono, jolle pétee
.xO e C, Cl,i = C, Cl = ﬂ;’il Cl,i .xl = PCI(.XO)
ja

Vi = %niXo + (1 - an,i)Wn(xn)’

Cn+1,i ={z € Cn,i : ”}’n,i - Z”2 <|lxn - Z||2

+an,i(||xo||2 + 2(x, — X9, 2))}
Cn+1 = n?il Cn+l,i’

(xp)

Xn+1 =PCn+1
kaikille n>0 ja {a,;},2, C(0,1) ja

lim a,; =0 kaikilla i > 1. Kuvauksen

n— oo
W, : C = C midrittelevdt jono {7;} ja jono
{y;} ei-negatiivisia lukuja valilla [0,1], ks. tar-
kemmin Kurnam ja Katchang (2012), kaavat 19
ja 20. Talloin {x,} suppenee vahvasti kohti pis-
tettd Py(x).
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Todistus. Ks. Kurnam ja Katchang (2012), ko-
rollaari 4.2.

Palautetaan mieleen seuraava méairitelma.

Mddritelmd 12. Olkoot annettuina kaksi metris-
td avaruutta (X,dX) ja (Y,dY). Funktio
f : X = Y on Lipschitz-jatkuva, jos on olemas-
sa reaaliluku K >0
Xy, X, € X pitee:

dY(f(x)), f(x)) < KdX(xy, x,).

siten, ettd kaikille

Lukua K sanotaan funktion f Lipschitz-vakioksi,
ja K:n voidaan myo0s sanoa olevan K-Lipschitz.
Jos K =1, f on laajentumaton. Jos 0 < K < 1
ja f kuvaa metrisen avaruuden itselleen, f on
kontraktio.

Mdiritelmd 13. Olkoot E reaalinen Banach-
avaruus , E* E:n duaaliavaruus ja C E:n epa-
tyhja suljettu konveksi osajoukko. Olkoon ®
funktio C X C — R, ¢ : C — R reaaliarvoinen
funktio ja A : C — E epilineaarinen kuvaus.
Yleistetyssd sekoitetussa tasapainoprobleemas-
sa on loydettavd x € C siten, etti

O(x,y) +AX),y =)+ ¢(y) —¢p(x) 20
kaikilley € C.

Tamén tehtidvin ratkaisujen joukkoa merkitddn
GMEP (O, A, ¢):114, ts.

GMEP(®,A,$) = {x € C: O(x,y) + (A(X),y — x)
+¢(y) —¢(x) 2 0Vy € C}

Lause 5. Olkoon C reaalisen Hilbertin avaruu-
den H epityhja suljettu konveksi osajoukko, ja
olkoon T : C — C L-Lipschitz pseudokontrak-
tio. Olkoon ® funktio C X C — R siten, ettd
seuraavat ehdot (A1) — (A4) ovat voimassa:

(A1) O(x,x) = 0kaikillax € C.
(A2) © on monotoninen, ts.
O, y)+0O(y,x) <0

kaikilla x,y € C.

(A3) kaikillax,y,z € C,

lim Oz + (1 —1)x,y) < O(x,y)

=0+

(A4) kaikille x € C, y = O(x,y) on konveksi
ja alaspdin puolijatkuva.

Olkoon edelleen ¢ : C — R alaspéin puolijat-
kuva ja konveksi funktio sekd A : C — H jat-
kuva ja monotoninen kuvaus siten, etti

Q=FT)NGMEP(®,A,p) #+ O

Olkoot xy € H, C; = C jax; = Pc,(x,). Mdri-
tellddn jono {x,} € C seuraavasti:

v, =0 -a)x,+a,T(z,),
2z, =0 =p)x,+ pu,
u, € C: O(u,, y) + (Au,), y —u,) + () — puy,)
+(1/r)(y —u,,u,—x,) >0,
Co1 = v € G, 1 lla,(d = T)(3)I
+lx, — |l < 20,(x, = v, (I = T)(y,)
/Gy =V 3, = 1), B, LI, — %, F T =Ty, + D

Xpp1 = Pc,m(xo)-

Oletetaan, ettéd jonot {u,}, {f,} ja {r,} toteut-
tavat ehdot

O<a<a,<b<1/(L+1)<lkaikillan € N,
0 < B, < 1,kaikillan € N,
r, > Okaikillan € N, ja lim inf r, > 0.

Silloin {x,} suppenee vahvasti kohti arvoa

Pqo(xp).

Todistus. Ks. Ungchittrakool ja Jarernsuk
(2012), lause 3.1 (artikkelin paitulos).
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Seuraavassa oletetaan, ettd E on reaalikertoimi-
nen Banachin avaruus ja C on E:n epityhji sul-
jettu konveksi osajoukko.

Mdritelmd 14. Kuvaus T on kvasi-¢-laajentu-
maton, jos F(T) # @ ja

¢(p, T(x)) < Pp(p,x)kaikillax € Cjap € F(T).

Kuvaus T on asymptoottisesti ¢-laajentumaton,
jos on olemassa jono {k,} C [1,00)siten, ettd
k, = 1,kunn — oo ja

¢(T,(x), T,(y) < k,p(x,y)kaikillax,y € C.

Kuvaus 7' on asymptoottisesti kvasi-¢-laajen-
tumaton, jos F'(T') # @& ja jos on olemassa jono
{k,} € [0,00) siten, ettd k, = 1, kunn — oo ja

¢ (p, T,(0) < k,d(p, x)
kaikillax € Cpp € F(T)jan > 1.

Mddritelmd 15. Banachin avaruudella £ on Ka-
dec-Kleen ominaisuus, jos oletuksista
{x,} CE,x €E, x, > x ja |lx,|| = |x]| seu-

raa, etti||x, — x|| = Okunn — oo.

Voidaan osoittaa, ettd jos E on tasaisesti kon-
veksi Banachin avaruus, E:114 on Kadec-Kleen
ominaisuus.

Mddritelmd 16. Olkoon Uy Banachin avaruu-
den E yksikkopallo, Uy = {x € E : ||x|| = 1}.
E on siled (smooth), jos raja-arvo

}irrol(llx +eyll = llxll) /2

on olemassa kaikilla x,y € Up.. E on tasaisesti
siled, jos raja-arvo saavutetaan tasaisesti kaikil-
lax,y € Ug.

Moddritelmd 17. Banachin avaruus E on vahvas-
ti konveksi (strictly convex), jos

l(x — )/2]|| < 1 kaikilla x,y € E, joille

x|l = [Iyll = 1 jax # y.

Mddritelmd 18. Kuvaus Ton asymptoottisesti
saannollinen C:ssi, jos, jokaiselle C:n rajoite-
tulle osajoukolle K pitee:

lim sup (||7,,,(x) = T,®)|| : x € K} =0.

Mddritelmd 19. Banachin avaruuden E duaali-
kuvaukset muodostavat joukon

J)={p € E* : | lgll = 1, p(x) = [|x]|},
missd x € Ejax # 0. E* on E:n duaali.

Mddritelmd 20. Tarkastellaan seuraavaa funk-
tionaalia ¢:

G (x,y) = [Ix]1> = 2, J() + Iy II%,

missd x,y € E. Yleistetty projektio

Il : E — C on kuvaus, joka liittdd mielivaltai-
seen pisteeseen x € E funktionaalin ¢ (x,y)
minimikohdan, ts. II1-(x) = x’, missi x" on mi-

nimointitehtdvin

¢ (', x) = min ¢ (y, x)
yeC
ratkaisu. Tiedetddn, ettd Il- = P. Hilbertin

avaruuksissa.

Lause 6. Olkoon E tasaisesti siled ja vahvasti
konveksi Banachin avaruus, jolla on Kadec-
Kleen ominaisuus, ja olkoon C E:n epityhji,
suljettu ja konveksi osajoukko. Olkoon f funk-
tio C X C = R, joka toteuttaa seuraavat ehdot
(A1)-(A4):

(A1) f(x, x) = 0 kaikillax € C.

(A2): f on monotoninen, ts.
f(x,y)+f(y,x) <0 kaikillax,y € C;

(A3): limsupf(tz+ (1 —-1)x,y) < f(x,y)

-0t

kaikillax,y,z € C;
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(A4): jokaisella x € C, f(x,y) on konveksi ja
heikosti alaspdin puolijatkuva,

Olkoon T : C — C suljettu ja asymptoottisesti
kvasi-¢p-laajentumaton kuvaus. Oletetaan, ettd
T on asymptoottisesti sddnnollinen ja joukko
F=F(T)nEP(f) on epityhjd ja rajoitettu.
Olkoon edelleen {x,} jono, joka muodostetaan

seuraavasti:
Xo € E valitaan mielivaltaisesti,
C,=¢C,
x = ¢, (%),
Yo =7 I (x,) + (1 = ) (T"(x,)),
u, € C siten, ettd

Jfuy, y) + (1)
kaikillay € C.

—u,,Ju,)—J(y,) >0

Co=1{z€C,: ¢ u,) < ¢ xy)) + (k,— 1M, }

X1 — He  (X0)

n+1

missd M, = sup{¢(z,x,) :z € F} kaikille
n > 1, {a,} on reaalinen jono vililld [0,1] si-

ten, ettd lim o, (1 —a,) > 0, {r,} on reaali-

nen jono vililld [a, c0) missd a on jokin posi-
titvinen reaaliluku ja J on E:n duaalikuvaus.
Silloin jono {x,} suppenee vahvasti kohti pis-
tettd I1.(x,), missd Il on yleistetty projektio
E - F.

Todistus. Ks. Kim (2011), lause 2.1 (artikkelin
padlause).

Olkoot H, ja H, kaksi reaalista Hilbertin ava-
ruutta. Olkoot C ja Q H;:n ja H,:n suljettuja
konvekseja osajoukkoja ja olkoon A : H; — H,

rajoitettu lineaarinen operaattori. Olkoot edel-
leen F; :CXC—RjaF,:0XQ0 —=R

Mddritelmd 21. Jaettu tasapainoprobleema
(split equilibrium problem) on seuraava: On
etsittdva piste x* € C siten, etti

Fi(x*,y) > Okaikilley € C

ja siten, ettd Ax™ € Q on ratkaisu epayhtilolle
F,(Ax*,v) > 0 kaikillav € Q.

Moddritelmd 22. Olkoon H Hilbertin avaruus ja
C sen osajoukko. Joukkoarvoisen kuvauksen
T : C — P(C) sanotaan toteuttavan ehdon (4),
jos |lx —pll =dx,T(p)) kaikilla x € H ja
p € FT).

Mddritelmd 23. Oletetaan, ettd funktio
F, : C X C — R toteuttaa seuraavat ehdot:

(1) Fi(x, x) = O kaikillax € C,

(2) F, on monotoninen, ts.
Fi(x,y) + F(y, x) < 0 kaikilla
x €C,

(3) Jokaiselle x, v,z € C,

lim sup Fi(tz + (1 —t)x,y) < Fy(x, ),

-0t
(4) Jokaiselle x € C y — F(x,y) on konveksi
ja alaspdin puolijatkuva.

Jokaiselle r > 0 ja x € H; méidritellddan kuvaus
TH : H, - C seuraavasti :

THx ={zeC: Fix,y) + 1INy —z,2—-x) >0
kaikillay € C}.

Oletetaan edelleen, ettd F,: Q0 XQ — R to-
teuttaa ehdot (1)-(4). Jokaiselle s >0 ja
w € Hymiiritelldan kuvaus 772 : H, — Q seu-

raavasti :

TSFZ(W) ={deQ:Fd,e)+(l/s)e—d,d—w) >0
kaikillae € Q }.
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Mdidritelmd 24. Olkoon C Hilbert-avaruuden H
osajoukko. Kuvaus T : C — C on levidimdton
(nonspreading), jos

20ITx) = TWI* < IT) =yl + 1T(y) = xI?
kaikilla x,y € C.

Joukkoarvoinen kuvaus 7 : C — P(C) on le-
vidmaton, jos

2l — 1,12 < llity = yII2 + llu, = x]2 joillakin
u, € T(x)jau, € T(y) kaikillax,y € C.

Mddritelmd 25. Joukon C pisteen x ja osajou-
kon A vilinen etdisyys on

dx,A) =inf{||lx —z|| : z € A}.

Hausdorffin metriikka potenssijoukossa P(C)
madritellddn seuraavasti :

H(A, B) = max{supd(x, B),supd(y,A)}

XEA YEB
kaikilla A, B € P(C).

Mddritelmd 26. Kuvaus T : C — P(C)on k-le-
vidmdton joukkoarvoinen kuvaus, jos on ole-
massa k > 0 siten, etti

H(T(x), T(y))* < k(d(T(x),y)* + d(x, T())*)
kaikilla x,y € C.

Lause 7. Olkoot H, ja H, reaalisia Hilbert-ava-
ruuksia ja C C H; ja Q C H, niiden epityhjid
suljettuja konvekseja osajoukkoja. Olkoon
A : H, = H, rajoitettu lineaarinen operaattori
jaolkoon T : C — P(C) 1/2-levidméton jouk-
koarvoinen kuvaus. Olkoot F; : C X C = R ja
F, : O X0 — R funktioita, jotka toteuttavat
madritelmén 23 ehdot (1) - (4), ja olkoon F,
ylospéin puolijatkuva ensimmadisen argumentin
suhteen. Oletetaan edelleen, ettd T toteuttaa
madritelmén 22 ehdon (A) ja

®=F(T)nQ # @, missi

10

Q={z€C:z€EP(F)jaA(z) € EP(F,)}.
Madritelldén jono {x,} seuraavasti:

x; € C valitaan mielivaltaisesti,

u, = Tri(1 —yA(l = Tr)A)(x,), (*)

X1 €Ex, + (1 —a,)T(u,),

kaikilla n>1 misséd {a,} C(0,1),
{r,} € (0,00) ja y € (0,1/L) siten, ettd L on
A*A:n spektraaliside ja A* on An adjungoitu
operaattori. Oletetaan, ettd seuraavat ehdot ovat
voimassa:

(1) 0 < lim inf o, <lim sup ¢, < 1,

n—0oo n— oo

(2) lim inf «, > 0.

n—oo

Silloin yhtdloiden (*) médrittelemd jono {x,}
suppenee heikosti kohti pistettd p € ©.

Todistus. Suantai ym. (2016).

Mddritelmd 27. Kolmikko (T, p, 2) on hyper-
bolinen metrinen avaruus, jos (I, p) on metrinen
avaruus, ja funktio Q : I' x I’ x [0, 1] — T to-
teuttaa seuraavat oletukset kaikilla {, &, v, w €
I'japoeE][o,1]:

(W1) p(v, QG &, W) = (1 = wp(, &) + up(v, §)
(W2) p(Q(G & 1), QE, &, 0) = [u—0lp(C, 9)
(W3) QG & =Q(@E 6 1-w

(W4) p(Q(G, v, ), QE, w, W) < (1 - wp(G, &) +
up(v, w).

Mddritelmd 28. Olkoon (T, ||.|) Banachin ava-
ruus ja olkoon F : I'—I kuvaus. F on b-rikas-
tettu laajentumaton (“b-enriched nonexpansi-
ve”’) kuvaus, jos on olemassa b € [0, o) siten,

etta
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b — &) + F(©) —F)Il < (b+ DS &l, kaikilla
el

Mddritelmd 29. Jono (x;) metrisessd avaruudes-
sa (X, d) A-suppenee kohti pistettd x € X, jos

lim sup (d(x;, x) — d(x;, ) <0

k—o00
kaikillay € X.

A-konvergenssi on heikompi ominaisuus kuin
normaali metrinen konvergenssi. Hilbertin ava-
ruudessa A-konvergenssi ja heikko konvergens-
si ovat sama asia.

Lause 8. Olkoon (I, p, Q) tdydellinen tasaisesti
konveksi hyperbolinen avaruus ja olkoon L € T’
siten, ettd L # . Oletetaan, ettd L on suljettu,
rajoitettu ja konveksi. Olkoon G : L—L b-ri-
kastettu laajentumaton kuvaus. Télléin F(G) #
&: Edelleen, kun on annettu {, € L, ® € (0, 1)
jaw, = w/(b + 1) jono, jonka muodostaa yhté-
16

Cnw1 = (L= @p)G, + @, G (C,)

kaikillan € N U {0} (ns. Krasnoselskin mene-
telmé) A-suppenee kohti F(G):n pistetta.

Todistus. Shukla ja Panicker (2022)

KOMMENTTEJA.

Kaikkien esitettyjen lauseiden ajatuksena on
lahtien Banachin kiintopistelauseesta korvata
siind esitetty hyvin yksinkertainen kontraktion
kisite lievemmilld ehdoilla, joilla kiintopisteen
olemassolo olisi todistettavissa ja kiintopiste
16ydettdvissd. Kysymys kuuluu, kuinka moni-
mutkaisiin rakenteisiin ja méiérittelyihin télldin
joudutaan.

N

Esitetyistd 28 madritelmdstd 22 on tuotu esille
kuutta kiintopistelausetta varten. Maéritelmét
on valtaosin tarkoitettu nimenomaan ndiden
lauseiden tarpeisiin. Lause 2 operoi asymptoot-
tisesti k-tiukoilla pseudokontraktioilla ja metri-
silld projektioilla. Lauseet 3 ja 4 kayttdvit hy-
vikseen laajentumattomia puoliryhmid, metrisid
projektioita ja tasaisesti k-tiukkoja pseudokont-
raktioita. Lauseessa 5 hyddynnetddn Lipschitz-
preudokontraktioita. Lauseessa 6 kdytetddn ta-
saisesti siledd ja vahvasti konveksia Banachin
avaruutta, jolla on Kadec-Kleen ominaisuus,
asymptoottisesti kvasi-¢-laajentumatonta ku-
vausta sekd asymptoottisesti sddnnollistd ku-
vausta. Lauseessa 7 operoidaan mm. Y -levii-
mattomélld joukkoarvoisella kuvauksella ja
operaattoriteorian kasitteilld. Lauseessa 8 liiku-
taan tdydellisessd tasaisesti konveksissa hyper-
bolisessa avaruudessa, ja kiytossd on b-rikastet-
tu laajentumaton kuvaus. Shukla ja Panicker
(2022) kasittelevdat myoOs geodeettisia avaruuk-
sia, mutta niité ei ole kaytetty lauseessa 8.

Uusien tulosten vaatimat médrittelyt ovat varsin
mutkikkaita, mutta samalla tietysti mielenkiin-
toisia kiintopisteteorian harrastajalle. Edelld
esitettyjd maddéritelmid ei kaikkia ole tarvittu
lauseiden formuloinnissa, mutta kylldkin niiden
todistuksissa. Selvidsti on syntynyt kiintopiste-
teoriaa ja tasapainoteoriaa tutkiva koulukunta,
jonka jdsenet siteeraavat toisiaan hyvén mate-
maattisen tutkimuskdytdnnon mukaisesti. Kou-
lukunnan ty6lle on odotettavissa jatkoa ja yhtei-
sOlle uusia jasenii.

Téssd esitettyjen lauseiden meriitti on, ettd niis-
sd kaikissa esitetddn iteratiivinen algoritmi, jol-
la kiintopiste saadaan ratkaistua (jos ei normaa-
lin, niin vahintddn heikomman konvergenssin
mielessd). Algoritmiaskelten vaatimat lasku-
toimitukset voivat tosin paikoitellen olla vaati-
via. Minua kiehtoi ehkd eniten yksinkertainen



ARKHIMEDES 1/2024

madritelma 12, joka yhdisti Lipschitz-jatkuvuu-
den laajentumattomuuteen ja kontraktion késit-
teeseen. Tietysti on my0s kiintoisaa néhda, ettd
monen laisilla funktioilla (laajentumattomilla
funktioilla, pseudokontraktioilla yms.) osoite-
taan kontraktion tapaan olevan kiintopiste ja
konstruoidaan iteroiva algoritmi sen saavutta-
miseksi. Lauseiden ehdot ovat kylld melko mo-
nilukuisia ja paikoin mutkikkaita.
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NEWTON DE MUNDI SYSTEMATE

Jouni Huhtanen

Sir Isaac Newton (1642-1727) esitti tutkimuksessaan Philosophiae Naturalis Princi-
pia Mathematica (1687) matemaattisesti kelvollisen selostuksen kappaleiden vilisen
mekanistisen voiman mairittelemiseksi. Ongelmaksi muodostui kuitenkin se, ettei hin
kyennyt siirtiméin tatd mallia kovin hyvin fysikaaliseen todellisuuteen, vaan joutui
turvautumaan osin hypoteettisiin selityksiin. Seuraavassa titd kysymysti tarkastellaan
osana Newtonin fysiikan kehitystd ja pohditaan samalla sitd, millaisia keinoja hén

kaytti selvitellessdédn aineen ja voiman kokonaisrakenteen ongelmia.

ewton julkaisi paddteoksensa Philosop-

hiae Naturalis Principia Mathema-
tican ensimmdiisen kerran vuonna 1687.
Tutkimus syntyi seitsemén- tai kahdeksan-
toista kuukautta kestéineen intensiivisen tut-
kimus- ja kirjoitustyon jilkeen. Tiettdvésti
Newton aloitti tyonsd laadinnan ystdvansi
ja tyotoverinsa Edmund Halleyn (1656—
1742) toisen vierailun jélkeen marras- tai
joulukuussa 1684 ja sai sen viimeisteltyd
julkaisukuntoon huhtikuussa 1686. Tamai
tiedetddn siitd, ettdi Newton ldhetti kyseisen
kuukauden aikana tutkimuksensa ensim-
mdiisen kirjan (De motu corporum liber
primus) kasikirjoituksen Royal Societyyn.
Kirjoitus sisélsi ensimmadisen kirjan varsi-
naisen tekstiosuuden lisdksi alun kuuluisat
méidritelmat sekd liikelait, mutta ei esipu-
hetta. (Cohen 1978, 68—69.)

13

Principian kirjat syntyivdt omina kokonai-
suuksinaan ja Newton korjaili tutkimustaan
huomattavan monta kertaa. Hinen Halleylle
kahdeskymmenes kesdkuuta 1686 lihetti-
ménsd kirjeen mukaan toinen kirja (De
motu corporum liber secundus) valmistui
kesdlld 1685, jolloin se vaati endd puhtaak-
sikirjoittamista sekd muutaman kaavion li-
sddmistd. Samassa kirjeessd Newton mai-
nitsi suunnitelleensa tutkimuksestaan kol-
miosaisen. Viimeisen eli kolmannen osan
(De mundi systemate liber tertius) teemana
oli maailmankaikkeuden kokonaisjirjestel-
méi ja sen oli tarkoitus késitelld ainakin ko-
meettateoriaa. (Newton 1960, 437.) Tutki-
muksen syntyyn vaikuttaneet yksityiskoh-
dat ovat osin hdmérdn peitossa siksi, ettei
Newton kommentoinut tyonséd valmistumis-
ta kovin laajasti muistikirjoissaan tai kir-
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jeenvaihdossaan. Lisdksi Principian en-
simmaéisen painoksen toimittajan Humphrey
Newtonin tekemét muistiinpanot ovat ka-
donneet. Tdméd tekee mahdottomaksi tietdd
varmasti, tekikd Newton tutkimukseensa
muutoksia Halleyn esittdmien korjausten
perusteella.

Ndistd ongelmista huolimatta Principian
kehitystd voidaan tarkastella suhteellisen
hyvin séilyneiden arkistoldhteiden avulla.
Newton kehitteli inertialain, kiihtyvyyden,
voiman ja vastavoiman lain sekd gravitaa-
tion ideoita ensin ’De motu corporumissa”
ja muissa Portsmouth Collectioniin sisélty-
vissd kisikirjoituksissaan (MS Add. 3965 ja
MS Add. 3966), Cambridgen yliopiston
professorina pitdmissddn luennoissa (MS
Dd. 9.46), Principian kisikirjoituksessa
(MS/69) seki lopulta julkaistun tutkimuk-
sen eri painosten oikolukuvedoksissa (Adv.
b. 39.1 ja Adv. b. 39.2). Néiden tekstien sy-
villinen vertailu auttaa ymmartdméén,
kuinka laajoja ja sisdllollisesti merkittdvid
muutoksia Newton teki tutkimukseensa teo-
reemojen, lemmojen, korollaarien ja propo-
sitioiden osalta. (Ks. Cohen 1978; Koyré¢ &
Cohen 1972.)

Tutkimuksen kokonaisrakenteen kehitys on
ndin ajatellen suhteellisen helposti jaljitet-
tdvissd olemassa olevien arkistoldhteiden
avulla. Newtonin Cambridgessa vuosina
1684 ja 1685 pitdmit luennot (MS Dd.
9.46) sisidltavit kisikirjoituksen ”De motu
corporum, liber primus” ja Portsmouthin
arkistoyksikké (MS Add. 3990) késikirjoi-
tuksen ”De motu corporum, liber
secundus”. Tiettdvidsti nima kaksi luonnosta
muodostivat Principian alkuperdisen hah-
motelman. Osista jdlkimmainen késitteli
maailmanjérjestelmid ja todenndkdisesti
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Newton siirsi sen Principian alkuperdisen
késikirjoituksen kirjaksi kolme. (Cohen
1978, 110.) Tama tarkoitti samalla sité, ettd
hénen tdytyi luonnostella tutkimukseen uusi
toinen osa viimeistddn tyon késikirjoitus-
vaiheessa vuonna 1686. Tillaista asiakirjaa
ei arkistoista kuitenkaan 16ydy.

Seuraavassa tarkastellaan lyhyesti muuta-
mia Principian kolmannen kirjan sisallolli-
sid ja késitteellisid ongelmia. Newtonin tut-
kimus nojasi tunnetusti matemaattiseen il-
maisutapaan ja yritykseen l0ytda kaikille
propositioille tdsmaélliset matemaattiset pe-
rusteet. Hanen tutkimustyylilleen oli 1dht6-
kohtaisesti leimallista se, ettd hin pyrki
tuottamaan Principiassa luonnosta mate-
maattisen jarjestelmén, jonka sddnndt voi-
tiin johtaa suoraan kokemuksesta. Tama
lahtokohta tarjosi mahdollisuuden suhtautua
eksaktin tieteen ongelmiin matemaattisesti
ja yhdistdé koetulokset ja havainnot toisiin-
sa. (Cohen 1983, 15-16.) Ongelmaksi
muodostui kuitenkin se, ettd abstraktin ma-
temaattisen ilmaisutavan tuli selittdd luon-
non yksinkertaiset muodot ja mukautua sa-
malla luonnon todellisiin ilmidihin. Téma
tarkoitti Newtonille yritystd soveltaa alun
matemaattiset periaatteet luontoon ja osoit-
taa universaalin painovoiman todelliset te-
kijat kaytdnndssd. Seuraavassa pohditaan
sitd, kuinka hyvin tdmi tavoite onnistui ja
kuinka hyvin Principian kahden ensimmai-
sen kirjan teoreettiset ldhtokohdat palveli-
vat loppuosan fysikaalisia tavoitteita.
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PRINCIPIA MATEMAATTISENA JA
FYSIKAALISENA TUTKIMUKSENA

Principian perustana oli pyrkimys johtaa
ennen kaikkea matematiikan — ei niinkdin
tieteellisten kokeiden — avulla syvéllinen
kidsitys maailmankaikkeudesta ja sen perus-
tavista toiminnoista. Kokeellisesti tuotetulla
havaintoaineksella oli téssd jonkinlainen
alustava roolinsa, mutta perustavana 1dhto-
kohtana toimi ajatus matematiikan kyvysti
paljastaa luonnon voimien todellinen luon-
ne sellaisenaan. (Cohen 1983, 64.) Princi-
pian tieteelliset tavoitteet ja teoreettiset 1dh-
tokohdat selittivét tdydellisesti tyon raken-
netta ja jakautumista kolmeen erilliseen
osaan. Tutkimuksen kaksi ensimmaisti kir-
jaa olivat selvdsti matemaattisia ja todistivat
luonnossa vallitsevien olosuhteiden mate-
maattisen tasapainon, ja vasta kolmas kirja
sisélsi laajan ideologisen selostuksen koko-
naisjirjestelmén kehittimiseksi.

Kéytdnndssa tdma tarkoitti sitd, ettd New-
ton oli kyennyt esittimain teorian kaikkial-
la wvallitsevan voiman konstruoimiseksi
huomatessaan jérjestelménsd olleen jok-
seenkin yhtdpitdvd luonnon kanssa. Kol-
mannen kirjan teoreettinen esitys gravitaa-
tion luonteesta nojasi kahden ensimmdiisen
osan matemaattisiin periaatteisiin, joiden
mukaan aine oli massaltaan &drellinen ja
siten tdysin tdsmallisesti médriteltavissi
matematiikan keinoin. (Jammer 2000, 11.)
Fysikaalisessa mielessd tdmé kaksijakoi-
suus johti kuitenkin kahden erilaisen voi-
makdésitteen méérittelyyn ja lopulta pyrki-
mykseen mieltdd ndmé kaksi voimaa yh-
deksi ja samaksi voimaksi. Puhuessaan
kahden kappaleen keskindisesti vetovoi-
masta tutkimuksensa kahdessa ensimmdi-
sessd osassa Newton kiytti johdonmukai-
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sesti sentripetaalisen voiman (vis centripe-
tae) kasitettd. Kyseisen késitteen kdyttoon
el sisdltynyt suuria ongelmia, mutta siir-
tyessddn tutkimuksensa kolmanteen osaan
ja varsinaisen maailmanjirjestelmian ku-
vaukseen hédn joutui ottamaan kéyttoon
yleisen painovoiman eli gravitaation (vis
gravitatis) kisitteen yleistadkseen sentripe-
taalisen voiman vaikutuksen koskemaan
maailmankaikkeuden kaikkia osatekijoita.
(Cohen 1983, 70.)

Tutkimuksen ensimmaéinen osa oli huomat-
tavan matemaattinen, mutta siind voitiin
ndhdd ainakin periaatteessa jonkinlainen
ideologinen yritys siirtyd puhtaasta abstrak-
tista matematiikasta luonnon fysikaalisen
tutkimuksen piiriin. Tdma tapahtui sektion
yksitoista (De motu corporum viribus cent-
ripetis se mutuo petentium) alussa. Newton
késitteli kyseisen sektion alkuun saakka
keskustaa kohti suuntautuvaa liikkumatonta
vetovoimaa, mutta myonsi téllaisen liikkeen
olleen tuskin koskaan mahdollinen todelli-
sissa oloissa. Tavanomaisesti vetovoima
suuntautuu kohti kappaletta (kolmannen
lain mukaisesti) attraktio- ja repulsiovoi-
mien ollessa aina vastavuoroisia. Télloin
vetovoiman alaisena oleva kappale ei ole
sen enempdd levossa kuin sitd vetdvd kap-
pale. Sama pitee kolmen tai sitd useamman
kappaleen jérjestelmélle. Yksikddn kappale
el ole levossa eikd liiku luotisuoraa linjaa
pitkin, vaan kiertdd gravitaatiokeskusta.
(Newton 1999, 561.)

Erityisesti vdite vetovoiman suuntautumi-
sesta kohti vetdvin kappaleen keskipistettad
viittasi fysikaaliseen luontoon sellaisenaan.
Newton piti sentripetaalista voimaa veto-
voimana (attractione) ja katsoi sen synnyt-
tdneen fysikaalisessa mielessd voiman sy-
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kayksellisyyden (impulsus). Hénen tarkoi-
tuksensa ei ollut téstd huolimatta tdysin sel-
vd. Fysikaalinen kuvaustapa tuli esiin késit-
teiden valinnassa. Puheena olevassa sek-
tiossa Newton vaihtoi sentripetaalisen voi-
man késitteen attraktion kisitteeseen hie-
man yllittden ilmeisesti siksi, ettd katsoi
jalkimmaisen olleen matematiikkaan pereh-
tyneen lukijan helpommin ymmaérrettivissa.
(Newton 1999, 565.) Ensimmadisen kirjan
kymmenessid ensimmadisessd sektiossa hdn
puolestaan kiytti sentripetaalisen voiman
kisitettd kaiketi siitd syystd, ettd katsoi ki-
sitteen kuvaavan suhteellisen helposti yksit-
tdisen kappaleen pyrkimystd kohti voima-
keskusta. Yhdennestitoista sektiosta eteen-
pdin ongelmaksi muodostui kuitenkin se,
ettei puhe ollut endd yhdestd yksittiisesté
kappaleesta ja sen litkevoimasta, vaan kah-
den (tai useamman) kappaleen vilisestd
vuorovaikutuksesta. Monen kappaleen jér-
jestelmissd ongelmaksi muodostui vaikeus
hahmottaa voiman todellinen keskus. Kukin
kappale muodosti oman voimakeskuksensa
ja toimi keskipisteend muille kappaleille.
Jokainen yksittdinen voima suuntautui pi-
kemminkin muihin kappaleisiin kuin yhteen
yksittdiseen keskukseen. Téssd tilanteessa
sentripetaalisen voiman késite kdvi riittd-
mittomaksi, mutta tiysin selvéi ei ollut se,
oliko kysymys todellisesta késitteellisesté
siirtymistd fysikaaliseen maailmakuvaan.
Newton kaytti attraktion kisitettd l&hinna
sentripetaalisen voiman yleistyksend kuva-
tessaan useamman kuin yhden voimakes-
kuksen ominaisuuksia. (Cohen 1983, 73.)

Principian teoreettinen rakenne tuntui vaa-
tivan hillittyd siirtymid matemaattisesta
ilmaisutavasta fysikaaliseen. Omien sano-
jensa mukaan Newton kéytti attraktion ja
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impulssin kaltaisia késitteitd vaihtoehtoises-
ti ja osin umpimihkéisesti kuvatessaan koh-
ti keskustaa hakeutuvaa sentripetaalista
voimaa. Varsinkin ensimmdiisessi kirjassa
tdmd voima madrdytyl pddosin matemaatti-
sesta ldhtokohdasta sisdltimattd varsinaista
fysikaalista tulkintaa voimalle. Attraktion
késitteen tarkoituksena oli kuvata kaikkia
kahden tai useamman kappaleen vilisid
voimasuhteita riippumatta siitd, pyrkiko
kappale kohti toista kappaletta vai tyonsikod
se tdtd pois luotaan. Késitteen alaan sisil-
tyivat lisdksi kaikenlaiset eetterin, ilman tai
muun viliaineen (medium) aiheuttamat
muutokset kappaleen litkesuunnassa. Sa-
mansuuntainen yleinen merkitys oli impuls-
sin késitteelld. Sen tarkoituksena oli kuvata
voiman kvantiteettia matemaattisena tosi-
asiana vaatimatta kuvaukselle varsinaisia
fysikaalisia ominaisuuksia. (Cohen 1983,
74.)

Principian Késitteistod kohtaan esitetty kri-
tiikkki juontaa juurensa ainakin osin siitd,
ettd tutkimusta on tavallisesti luettu katkel-
mina sieltd tdaltd jasentdmattd sitd kokonai-
suudessaan a capite ad calcem. Newtonilla
saattoi olla ajatuksena siirtyd varsinkin tut-
kimuksensa toisessa osassa tarkempaan fy-
sikaaliseen kuvaustapaan, mutta varsinai-
sesti tdmin siirtymén voi havaita vasta tut-
kimuksen kolmannessa osassa. Kahden en-
simmdisen kirjan matemaattiset viittdmat
alustavat kolmannen kirjan fysikaalista
maailmankuvaa ja tarjoavat perustavanlaa-
tuiset ehdot loppuosan astronomisille viit-
tdmille. Kdytdnndssd tima tarkoitti sitd, ettd
Newtonin matemaattinen konstruktio yh-
dessd yleisesti médritellyn attraktion kasit-
teen kanssa saattoi johtaa lopulta ainakin
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analogisesti todellisen maailman kuvauk-
seen. (Jammer 1962, 137-138.)

Keskeiseksi ongelmaksi muodostui télldin
kysymys siitd, miké saattoi olla syyna veto-
voimalle. Newtonin tunnetun selityksen
mukaan hin oli mielestdin osoittanut tidysin
selvésti attraktion olevan sama voima kuin
gravitaation. Kyseinen voima piti kaikissa
tilanteissa kappaleen pudotessa kohti Maata
tai liikkuessa painovoiman vaikutuksesta
avaruudessa. Maailmankaikkeudessa vai-
kuttava voima “tuplasi” (duplicate) kappa-
leiden vélisen voiman ja osoitti fysikaalisen
voiman toimivan vastavuoroisesti kahden
kappaleen vililld. (Cohen 1983, 75.) Tami
selitys antoi Newtonille mahdollisuuden
vetdytyd positivistiseen nikokulmaan. Han
oli 16ytdnyt maailmankaikkeudelle jonkin-
laisen selityksen, mutta myonsi tutkimuk-
sensa loppuluvussa, ettei ollut vield 16yta-
nyt sille todellista fysikaalista muotoilua.
Newtonin aksiomaattinen mekaniikka toimi
kuitenkin hyvin kiytdnndssd. Han johti en-
sin kaksi tai kolme yleistd liikelakia tai fy-
sikaalista periaatetta ja sovelsi tdmén jal-
keen 10ytdmidén lakeja maailmankaikkeu-
den yleisten ilmididen ja kokonaisrakenteen
maédrittelyyn. (Jammer 1993, 97-98.)

SENTRIPETAALISESTA VOIMASTA
GRAVITAATIOOON

Principian kolmiosaista rakennetta selittda
parhaiten Newtonin pyrkimys esittdd ensin
kahdessa ensimmaisessé kirjassa matemaat-
tiset perusteet luonnonlakien todentamisek-
si ja kolmannessa pyrkimys siirtdd naméi
lait kéytdntoon ja osoittaa niiden todellinen
fysikaalinen toimivuus luonnossa. Princi-
pian toinen kirja sisdltdd perustavanlaatui-
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sia selostuksia voiman ja viliaineen vastuk-
sen luonteesta, mutta Newton oli tiettdvasti
tietoinen ndiden viitteiden vaikeaselkoi-
suudesta ja pyrki osin tdstd syystd johtuen
esittimddn kolmannessa kirjassa konkreetti-
sempia késityksid kappaleiden vastuksesta
ja aineen tiheydestd. (Cohen 1983, 75.)
Principian perimmadisend tavoitteena oli
osoittaa luonnon matemaattiset periaatteet,
mutta tdmé vaatimus tuotti Newtonille pyr-
kimyksen tehdd tutkimuksesta mahdolli-
simman yhdenmukainen.

Tdméd yhdenmukaisuus muodostui lopulta
Principian keskeisimméksi tavoitteeksi ja
konkretisoitui tutkimuksen kolmannessa
kirjassa. Newtonin mukaan hdnen oman
aikakautensa fyysikot olivat pyrkineet oi-
keuttamaan kartesiolaisen pyoOrreteorian
(vortex) tai viitanneet planeettojen liikkeitd
tutkiessaan Borellin ja Hooken tavoin yksit-
tdisiin impulsseihin kykenemdttd osoitta-
maan kokonaisjdrjestelmidn toimivuutta
kaytdnnossd. Newton ei uskonut kartesio-
laisiin ideoihin ja hénelle impulssien ja vas-
taavien maédrittely oli ainoastaan mekanii-
kan ensimmadisen lain (inertia) kaltainen
teoreettinen ldhtokohta. Principian perim-
maisend tavoitteena oli osoittaa kappaleiden
todellinen kvantiteetti ja perustavat liikeo-
minaisuudet matemaattisesti. Perustana
toimi késitys sentripetaalisen voiman yleis-
luonteisuudesta, jolloin esimerkiksi kaikki
Aurinkoa kohti pyrkivét kappaleet olivat
aurinkokeskisia (circumsolares) ja Jupiteria
kohti pyrkivit kappaleet jupiterkeskisid
(circumjoviales). (Newton 1999, 802—803).

Kyseinen ldhtokohta tarjosi perustavanlaa-
tuisen edellytyksen gravitaation méérittelyl-
le. Kolmannen kirjan tavoitteena oli 16ytda
todellinen fysikaalinen selitys kaikkien
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kappaleiden taustalla vaikuttavalle yhtenii-
selle voimalle. Tutkimuksen toisen kirjan
ongelmana tuntui olleen samansuuntainen
rajanveto matemaattisten ja fysikaalisten
argumenttien osalta kuin ensimmaéisessi
kirjassa. Tutkimuksensa toisen kirjan pro-
positiossa XXIII Newton tarkasteli Boylen
lakia ja viitti kaasun (tai nesteen) paineen
olevan kéaanteinen sen maddrdan. (Jammer
1962, 118.) Hén oletti partikkelien muodos-
tavan elastisen, pieneen tilaan puristuvan
nesteen ja tarkasteli yksittdisten partikke-
lien keskindistd repulsiota sekéd kykyid vas-
tustaa toinen toisiaan. Newtonin mukaan
Boylen laki on riittdvé ja vélttaméton ehto
osoitettaessa partikkelien kyky vaihdella
kéédnteisesti suhteessa toisiinsa. Tavoilleen
uskollisena hén esitti lain perussisdllon ma-
temaattisesti, mutta véiitti samalla, ettd oli
késitellyt sitd ainoastaan partikkelienvélisen
voiman fysikaalisena mallina antamatta sil-
le todellista asemaa luonnossa. Témén hy-
poteettisen mallin tarkoituksena ei ollut to-
distaa luonnossa vallitsevien voimien ole-
massaoloa, vaan tarjota fyysikoille tilaisuus
keskustella aiheesta. (Newton 1999, 698—
699.)

Toinen Principian toisessa kirjassa esiinty-
vé teoreettinen malli maailmankaikkeuden
koski
Keplerin kolmea liikelakia. Néiden lakien

kokonaisrakenteen selvittamiseksi

etuna oli se, ettd Newton saattoi muunnella
niitd suhteellisen helposti pohtiessaan maa-
ilmankaikkeuden kokonaisrakenteen yksi-
tyiskohtia. Ongelmaksi muodostui kuiten-
kin se, ettd Keplerin ideat koskivat yhden
kappaleen ominaisuuksia tai kahden kappa-
leen keskindistd liikettd. Niin ajatellen la-
kien avulla oli vaikea mééritelld universaa-
lin vetovoiman todellinen luonne. (Jammer
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1962, 118.) Boylen laissa ei tidtd ongelmaa
ollut. Laki osoitti ainehiukkasten repulsio-
voimat kauttaaltaan ja salli jokaisen fysi-
kaalisessa tilassa vaikuttavan ainehiukkasen
kayttdytyd samalla tavalla. Newton tiesi,
ettei hdnen yksinkertainen Keplerin lakei-
hin nojannut jérjestelménsi voinut olla yh-
tdldinen luonnon kanssa. Maailmankaik-
keuden monimutkaisen jirjestelmin paljas-
taminen vaati kokeellista tutkimusta ja to-
dellisia havaintoja maailmankaikkeuden
tilasta. Boylen laki oli hyvi ldhtokohta til-
le, mutta se ei kyennyt ilmaisemaan tdysin
selvisti (eikd varsinkaan matemaattisesti)
luonnon todellista luonnetta sikili kuin mal-
liin ei lisdtty voiman etdisyyksille jonkinlai-
sia raja-arvoja. (Cohen 1983, 77.)

Ongelmana oli ennen kaikkea se, ettd New-
ton hyvéksyi korpuskularistisen teorian 1i-
hes sellaisenaan vaatimatta sille juuri min-
kadnlaista teoreettista tai kokeellista oikeut-
tamista. Tami saattoi olla yllattdvda huo-
mioiden sen, etteivit kaikki Newtonin aika-
kauden tieteilijit olleet korpuskularisteja tai
atomisteja. Viite partikkeleista ja niiden
keskusvoimista oli Newtonin aikana radi-
kaali ja heikosti vahvistettu. Lisdongelmia
tuotti se, ettei tieteenharjoittajien keskuu-
dessa vallinnut tdydellistd yksimielisyyttd
partikkeleille mahdollisesti kuuluvien voi-
mien luonteesta ja kantamien pituuksista.
(Jammer 2000, 122-123.) Kaiken tdmin
lisdksi ei ollut tdyttd varmuutta siitd, saat-
toiko kyseinen staattinen malli kuvata luon-
toa totuudenmukaisesti. Newtonin teoriaa
oli helppo vastustaa siksi, ettei hdn ollut
kyennyt esittimédn sen vakuudeksi tdysin
tyydyttavid koetuloksia. Boylen laki tuntui
toimivan erittdin hyvin kaasumaisten ja nes-
temadisten aineiden kohdalla, mutta sen siir-
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timisestd maailmankaikkeuden mittakaa-
vaan ei ollut minkdénlaisia takeita. Sovel-
tacssaan mallia maailmankaikkeuden tut-
kimukseen Newton ei koskaan saavuttanut
sille riittdvdd matemaattista tarkkuutta tai
fysikaalista tdydellisyyttd. (Cohen 1983,
77-78.) Malli tuntui jédvén selittdvéksi hy-
poteesiksi jopa hénelle itselleen.

Varsinkin Principian kolmannen kirjan fy-
sikaalinen ote tuntui karttavan kaikenlaisia
teoreettisia malleja. Osan tunnetuin ongel-
ma liittyi Newtonin yrityksiin kehittda
asianmukainen teoria Kuun haéiri6litkkeen
todentamiseksi. Newton ei ollut tunnetusti
koskaan tdysin tyytyvdinen kuuteoriaansa ja
palasi sen ongelmiin kerta toisensa jélkeen.
Tédmi voidaan nihdd muun muassa hénen
yrityksissddn korjata Kuun radan Maata 14-
hinnéd olevan pisteen (perigee) méérittelya.
Ongelma tuli esiin tutkimuksen ensimmdi-
sen painoksen kolmannessa kirjassa vain
lyhyessd Scholiumissa sekd propositiossa
XXXV. Newton korjasi kohtaa toisessa pai-
noksessa (1713) laatimalla Scholiumista
huomattavan paljon laajemman ja kehitti-
mélld siind gravitaatioteoriaa huomattavan
paljon monipuolisemmin Kuun hairidliik-
keen todellisen luonteen paljastamiseksi.
Tutkimuksensa kolmannessa painoksessa
(1726) hén lisdsi kohtaan uutta materiaalia,
mutta oli edelleen tyytymdton hairidliik-
keen tematisointiin. (Newton 1999, 867—
874.)

Toisen keskeisen ongelman muodosti kol-
mannessa kirjassa tapahtunut kisitteellinen
siirtymd attraktion késitteestd gravitaation
kisitteeseen. Newton viittasi kolmannessa
kirjassa muutaman kerran attraktioon, mutta
ei kayttanyt késitettd yleisesti planeettateo-
riassaan tai kuvatessaan esimerkiksi vuoro-
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vesien vaihtelua kuuteoriansa yhteydessa.
Tosiasiassa hdn pyrki pitimddn luomansa
matemaattisen mallin ja fysikaalisen todel-
lisuuden toisistaan erilldén samalla tavalla
kuin kahdessa ensimmadisessd kirjassa.
Kolmannessa kirjassa laajemmin esiin tule-
vat painon (gravitas) ja painovoiman (vis
gravitatis) kisitteet olivat luonteeltaan fysi-
kaalisia, mutta attraktion kasite oli Newto-
nin omien sanojen mukaan ennen kaikkea
matemaattinen ja sellaisena tarkoituksen-
mukainen ainoastaan tutkimuksen kahdessa
ensimmaisessa kirjassa. (Cohen 1983, 82.)

Attraktion (subst., attractio; inf., attrahere)
kidsite esiintyi Principiassa yli kolmesataa
kertaa, mutta nédistd vain kahdeksantoista
tuli esiin kolmannessa kirjassa. Télldinkin
Newton kéytti kisitettd 1ahinnd vain kuva-
tessaan sdhkdistd tai magneettista vetovoi-
maa. Ainoastaan kaksi mainintaa liittyi ko-
meettaratojen kuvaukseen, mutta nimai ei-
véit olleet kokonaisuuden suhteen kovin
merkittdvid. Jonkinlaista fysikaalista merki-
tystd saattoi ndhda ainoastaan korollaarissa
yksi (propositio V), jossa Newton viittasi
Jupiterin kuiden vetovoimaan, korollaarissa
kolme, jossa hdn puhui Jupiterin ja Satur-
nuksen ldheisyydestd ja viittasi niiden kes-
kindiseen vetovoimaan sekd propositiossa
VI, jossa hidn puhui Jupiterin satelliittien
vetovoiman epitasaisuudesta. (Jammer
2000, 119-120.) Muissa tapauksissa hin
kéytti kolmannessa kirjassa johdonmukai-
sesti gravitaation (subst., gravitas, gravita-
tio; inf., gravitare) kisitettd. Gravitaation
késite liittyi taivaanmekaniikan fysikaali-
seen tutkimukseen eiké silld ollut sijaa tyon
ensimmaisessd osassa. (Cohen 1983, 83.)

Gravitaation késite soveltui hyvin kuvaa-
maan yleisesti Jupiterin, Saturnuksen ja
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Maan seké niiden kiertolaisten liikettd maa-
ilmankaikkeudessa. Newtonin mukaan
kaikki kappaleet olivat perusominaisuuksil-
taan toistensa kaltaisia ja keskeisvoima veti
niitd tasaisesti puoleensa. Planeetat vetivit
puoleensa kuitaan ja Aurinko planeettoja.
Télloin maailmankaikkeudessa tdytyi olla
jokin yksi yhtendinen voima, joka vaikutti
kaikkiin planeettoihin yleisesti. Newtonin
kolmannen lain mukaan tdmé vetovoima oli
molemminpuolinen, jolloin kaikki planeetat
pyrkivit vetdméddn kierolaisiaan puoleensa
ja kiertolaiset puolestaan planeettoja puo-
leensa. (Newton 1999, 806.) Liséksi kunkin
planeetan etdisyys keskukseen madrdytyi
kadnteisten nelididen lain mukaan siten,
ettd samanpainoiset kappaleet sijoittuivat
aina samalle etdisyydelle keskuksesta. Kap-
paleet pyrkivit toisiaan kohti suhteellisten
massojensa mukaisesti. (Cohen 1983, 88—
89.)

GRAVITAATIO NEWTONIN JARJES-
TELMAN PERUSTANA

Principian kolmas kirja erosi tyyliltddn
kahdesta ensimmaisesti siind, ettei Newton
selostanut osassa luonnonmekaniikkansa
kaikkia osatekijoitd kovin tidsmdllisesti,
vaan pyrki esittdmdidn pikemminkin lyhen-
nelmin tai yhteenvedon rationaalisen me-
kaniikkansa ja maailmanjdrjestelmansi
padkohdista. Lukija saattoi saada selvéin
késityksen Newtonin tarkoituksista luke-
malla ensimmdiisen kirjan alussa olevat
madritelmdt (Definitiones) ja liikelait
(Axiomata sive leges motus) sekd lisdksi
kirjan kolme ensimmaistd sektiota. Tdmédn
jilkeen hin saattoi siirtyd suoraan kolman-
teen kirjaan ja edetd jérjestyksessd alun
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menetelmallisistd sddnndistd (Regulae phi-
losophandi) maailmanjirjestelmid selitta-
viin ilmidihin (Phaenomena), planeettaliik-
keiden kuvauksiin, vuorovesiteoriaan, Kuun
hiiridliikkeen analyysiin ja lopulta tutki-
muksen paittiviin komeettojen ratakuvauk-
siin saakka. (Cohen 1999, 195.)

Principian kolmas kirja muodosti itsessdan
suhteellisen selkedn kokonaisuuden osin
siksi, ettd se oli jonkin verran véljemmin
laadittu kuin tyon kaksi ensimmadisté kirjaa
ja lisdksi sen alkuun sisiltyi selvd menetel-
méllinen johdanto. Principian kaksi en-
simmdistd kirjaa olivat tyyliltddn raskaita ja
tyolditd myOs matemaattisilta taidoiltaan
kyvykkdille lukijoille. Ilmeisesti timén to-
siasian vastapainoksi Newton oli laatinut
kolmannesta kirjasta alussa mainitun ver-
sion ”"De mundi systemate, liber Isaaci
Newtoni” (MS Add. 3990) pyrkimyksenéddn
julkaista se yleistajuisena selostuksena
maailmankaikkeuden kokonaisjirjestelmais-
td. Asiaa on syytd tarkastella gravitaatioka-
sitteen kehityksen takia. Kyseinen versio
julkaistiin Newtonin kuoleman jélkeen lati-
naksi otsikolla De mundi systemate liber
(1728) ja englanniksi otsikolla 4 Treatise of
the System of the World (1728). Lisdksi
Principian ensimmdisen englanninkielisen
kddnnoksen laatinut Gresham Collegen ly-
hytaikainen luennoitsija Andrew Motte
(1696—1734) julkaisi sen kdannoksensa liit-
teend (ks. Newton 1962, 549-626).

A Treatisen alussa Newton mainitsi laati-
neensa tyon siksi, ettd se saattoi olla muo-
doltaan varsinaista tutkimusta yleistajui-
sempi ja siten laajemman lukijakunnan
omaksuttavissa (Newton 1731, v—vi). Teks-
tejd verrattaessa kiy selviksi, ettei vuoden
1728 tyd siséltinyt juuri mink&énlaista
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mainintaa universaalista gravitaatiosta. A
Treatisen toisessa luvussa Newton selosti
lyhyesti planeettojen pysymisté liikeradoil-
laan perustaen kisityksenséd 1dhinnd Keple-
rin ja Descartesin impulssin ja attraktion
késitteisiin. Kyseisen liikkeen ymmértami-
nen vaati ldhtSkohtaisesti ensimmadisen lii-
kelain (inertia) hyviksymistd voiman pe-
rustaksi, mutta Newton pyrki 16ytdméiin
kappaleen liikkeelle todellisen kvantitatiivi-
sen selityksen. Vilttadkseen kaikenlaiset
epaselvyydet hidn kutsui voimaa sentripe-
taaliseksi ja pyrki laajentamaan sen vaiku-
tuksen koskemaan kaikenlaista keskihakuis-
ta voimaa maailmassa. (Cohen 1983, 93.)
Tadmaén kehitelmén ldhtokohtana oli Newto-
nin oman kielenkdyton mukaisesti mate-
maattinen menetelma (in a mathematical
way), mutta ei samanlainen matemaattinen
tasméllinen esitystapa kuin Principian kol-
mannessa kirjassa. (Newton 1731, 5.)

A Treatisessa Newton kéytti edelld mainit-
tua matemaattiseksi kutsumaansa menetel-
mad tutkiakseen liikkuvien kappaleiden
vaikuttavat voimat, mutta Principian kol-
mannessa kirjassa hin kééntyi kokonaisval-
taisemmin matemaattiseen ilmaisutapaan
saavuttaakseen syvéllisemmin késityksen
maailmankaikkeuden perustavista raken-
teista. Samalla hidn muutti 4 Treatiselle
ominaiset proosakappaleet numeroiduiksi
propositioiksi, korollaareiksi ja lemmoiksi
ja sovitti ndiden lomaan lyhyitd scholium-
katkelmia samaan tapaan kuin kahdessa en-
simmaéisessé kirjassa. Omien sanojensa mu-
kaan hdn oli pyrkinyt A Treatisessa selvit-
tamidn kappaleiden perimmadiset litkeomi-
naisuudet ja kvantiteetit siltd osin kuin kes-
keisvoima saattoi selittdd ndmd tekijéat.
Principian kolmannessa kirjassa hdn kaansi
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tdimédn ydinidean matemaattisiksi proposi-
tioiksi ja saattoi siten puhutella alan todelli-
sia asiantuntijoita. (Cohen 1983, 94.)

Perustavanlaatuiseksi eroksi muodostui lo-
pulta se, ettd Newton kaytti 4 Treatisessa
ennen kaikkea sentripetaalisen voiman kasi-
tettd kuvatessaan planeettojen pyrkimysta
pysya liikeradoillaan (luku 3) ja puhui gra-
vitaatiosta ainoastaan Maan ldhelle pyrki-
vien kappaleiden kohdalla. Hén painotti
sentripetaalisen voiman painavan kappaleita
kohti Jupiteria, Maata ja muita planeettoja
ja oletti ndin ymmaérretyn voiman véhene-
vin etdisyyden nelididen mukaisesti (luku
6). Jonkinlaisen ongelman muodosti kui-
tenkin se, etti selostaessaan planeettojen
kiertolaisten voimasuhteita hén ei kadyttanyt
sentripetaalisen voiman kaisitettd, vaan kor-
vasi sen attraktion késitteelld. Tutkimus ei
ollut tdltd osin kovin johdonmukainen.
Esimerkiksi luvuissa 21 ja 22 hidn pohti
pienten kappaleiden keskindisid voimia,
mutta kuvasi nditd voimia toisinaan veto-
voiman (attract) ja toisinaan molemmin-
puolisen vetovoiman (mutual attraction)
kasitteelld. (Newton 1731, 37-40.)

Newtonin pyrkimys siirtyd Principian en-
simmadisen ja toisen kirjan mukaisesta ma-
temaattisesta selitystavasta todellisen fysi-
kaalisen maailman kuvaukseen ei toteutu-
nut 4 Treatisessa samassa laajuudessa kuin
Principian kolmannessa kirjassa. Han pyrki
16ytdmddn kummassakin tutkimuksessaan
luonnon selitykseksi todellisen universaalin
voiman, mutta keskeisvoimia kuvatessaan
kéytti ensin mainitussa suhteellisen neutraa-
lia attraktion kisitettd viittaamatta juuri
gravitaatioon. Kun hén vuoden 1685 tie-
noilla muotoili 4 Treatisesta péateoksensa
kolmannen kirjan, ilmeisesti hin tuolloin
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ajatteli gravitaation tarjoavan konkreettisen
positiivisen ilmaisun luonnon muodoille.
Gravitaation késitteestd muodostui néin aja-
tellen Newtonin mekaniikan keskeisin il-
maus, mutta tdydellisessd kriittisessd muo-
dossaan se tuli esiin ainoastaan Principias-
sa. Tutkimuksen ongelmana ei ollut niin-
kddn késitteellinen sekavuus, vaan pikem-
minkin se, ettd Newton joutui turvautumaan
paikoin hypoteettisiin selityksiin olettaes-
saan gravitaation vaikuttavan kaikkien kap-
paleiden vililla.
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CULTIVATING FLEXIBILITY:
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DEFINING FLEXIBILITY

When it comes to mathematics, many of us
remember formulas and specific methods
etched into our minds in school. Imagine, if
instead of one right way to solve a problem,
there were multiple approaches — each
uniquely suited to a specific mathematical
task. This skill, known as mathematical
flexibility or simply flexibility, has gained
increased attention from education and re-
search. Flexibility is about adapting and
selecting the best strategies to solve a
problem effectively (Star & Rittle-Johnson,
2007; Xu et al., 2017).

In primary- and upper-secondary education
mathematics it is often viewed as following
a set of rigid steps. However, in the world
of higher education, things get a little tric-
kier. University mathematics presents stu-
dents with more complex problems that
require not only knowing procedures and
concepts but also being able to apply them
in different situations. In this environment,
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flexibility is crucial. Teaching students how
to tackle a problem flexibly helps them to
become better problem-solvers and more
creative thinkers.

Consider a simple example of equation sol-
ving. You are given a linear equation
6x -9 8x-12
+ =
3 4

3,

with multiple fractions.

The generic strategy taught for solving this
problem involves expanding the fractions to
a common denominator before adding them
together. This method is long and inef-
ficient; students must handle larger num-
bers, and in the end simplify the fraction. In
such a manner the students are more prone
to make careless errors. A more efficient
approach, known as the situational strategy,
involves identifying a common factor and
simplifying the fraction accordingly.
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Generic strategy

Situational strategy

46x-9)  3(8x—12 32x-3)  4(2x-3
6x-9)  36x-12) _, Cx-3)  4ex-3) _,
12 12 3 4
46x =9 +3(8x - 12) _ Sy — 3ty —3 =3
12
4(6x — 9) +3(8x — 12) = 36 4x—6=3
24x — 36 + 24x — 36 = 36 4x =9
108 9 9
48x = 108,x = — = — x==
48 4 4

UNDERSTANDING THE IMPOR-
TANCE OF RESEARCHING FLEXI-
BILITY

There are concerns about students' ability to
apply learned methods and the lack of depth
in their procedural and conceptual know-
ledge. The overall level of mathematical
skills students possesses before entering
university is also for worry. Studying flexi-
bility helps students to develop multiple
problem-solving strategies and foster a dee-
per understanding of mathematical
concepts. This approach promotes critical
thinking, which is valuable not only in mat-
hematics but in various aspects of life. Stu-
dents with strong flexibility skills are better
equipped to adapt to new challenges, and
flexible teaching methods enhance enga-
gement, making learning more enjoyable

and meaningful.

How can students and teachers then cultiva-
te flexible thinking? The studies suggest
creating a classroom environment where
students are encouraged to explore multiple
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strategies (Star et al., 2012) and compare
alternative solution methods (Star & Rittle-
Johnson, 2007). Research indicates that
comparing different strategies promotes
flexible learning more effectively than stu-
dying each method individually (Durkin et
al., 2017). Additionally, opportunities for
collaboration among students and the intro-
duction of non-routine problems can further
enhance flexibility. While previous research
demonstrates that educators can actively
influence the development of students'
flexibility, further investigation is needed to
gain a deeper understanding of this area

MATHEMATICAL FLEXIBILITY IN
HIGHER EDUCATION: CURRENT
RESEARCH

At the university level, research on mathe-
matical flexibility has been relatively limi-
ted, mostly focusing on arithmetics and
calculus. In our research related to my dis-
sertation, we first examined flexibility in
early university mathematics, focusing
specifically on solving algebraic tasks such
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as linear equations, quadratic equations, and
systems of equations. We also investigated
the relationship between accuracy, flexibili-
ty, and exam performance. The results de-
monstrated high levels of both accuracy and
flexibility. Interestingly, although accuracy
and flexibility were correlated, flexibility
was a more significant predictor of exam
scores than accuracy (Ernvall-Hytonen, et
al., 2022).

The second article examines the relations-
hip between flexibility in solving linear-
and quadratic equations and mathematics
achievement. It explores university stu-
dents' strategy choices, the spontaneity of
these choices, and flexibility across diffe-
rent degree programs. The study also com-
pares the flexibility between university stu-
dents and high-school students. The studies
indicated that higher flexibility is associated
with improved accuracy in problem-solving
and greater success in academic perfor-
mance (Ernvall-Hytonen, et al., 2025).

In conclusion, fostering mathematical flexi-
bility in university students is a crucial step
toward equipping them with the skills nee-
ded for complex problem-solving and cri-
tical thinking in higher education. While
research on flexibility at the university level
is still in its early stages, the findings thus
far emphasize the importance of flexibility
in not only improving mathematical skills
but also in enhancing overall academic
success. As we continue to explore how
flexibility can be cultivated in university
mathematics, it is essential for both students
and educators to embrace a mindset that

values multiple approaches and creative
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problem-solving strategies. By doing so, we
can create a learning environment where
students are better prepared to face the chal-
lenges of both their academic studies and

real-world situations.
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