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PAAKIRJOITUS

Kimmo Tuominen

KUKA OLIELVING?

Kaikki paitsi retkeily on turhaa. Kansallispuistoja ja
muita retkeilyalueita kolutessa kohdalle sattuu kai-
kenlaista. Esimerkiksi Repoveden kansallispuiston
Lapinsalmen parkkialueelle vievdn tien varressa
osuu silmiin tienviitta, jossa lukee Elvingin torni.
Kyltin kupeessa on myds lionsklubin tunnus. Ret-
keilijdn aika ei riitd tarkempaan torniin tutustumi-
seen, ja kdnnykédn kenttd on jo kadonnut, joten in-
ternet ei pysty auttamaan. Mieleen jdd kimpoile-
maan kysymys: kuka tdma Elving mahtoi olla?

Vastaavanlainen kysymys alkoi poukkoilla ajatuk-
sissa, kun térmésin Arkhimedeksen edellisen toimi-
tuskunnan kadottamaan artikkeliin, jossa mainittiin
Uuno Saarnio. Silloin polkujuoksukenka ei vetényt
eri suuntaan, joten oli aikaa selvittdé asiaa tarkem-
min.

Tiedon valtatie johtaa aluksi Wikipediaan, josta
16ytyy lyhyt ja ytimekas selvitys Saarniosta. Selvi-
a4, ettd péadasiallisen tyburansa vuosina 1940-1963
Saarnio teki Helsingin kaupunginkirjaston johtaja-
na. Kysdisen asiasta Keijo Kajantielti, joka muistaa
Saarnion hyvin vietettyddn runsaasti aikaa Rikhar-
dinkadun kirjastossa 50-luvulla. Kajantie muistelee
mm. ettd ’Saarnio harrasti logiikkaa ja puhui ko-

vasti kontinuumihypoteesista”. Ilmeisesti Saarnio
uskoi todistaneensa Georg Cantorin kontinuumihy-

poteesin, mutta tiedeyhteisod tdmi todistus ei va-
kuuttanut.

Téssd Arkhimedeksen numerossa Jari Paloméki
kirjoittaa joukko-opin perusteista ja Cantorista seké
Saarniosta — edelld mainittu kateissa ollut artikke-
li saa pdivanvalon. Jukka Tuomela puolestaan tar-
kastelee artikkelissaan, voitaisiinko joukko-opista
luopua kokonaan. Toivottavasti ndma kirjoitukset
kirvoittavat lukijakunnassamme ajatuksia ja innoit-
tavat jatkamaan samoista aiheista tulevissa nume-
roissa. Onko kontinuumihypoteesi ratkaistavissa?

Toisaalta torméddminen Saarnioon muistutti siitd,
ettd tieteen kysymyksiin ja yksityiskohtiin nivoutu-
vat thmiset ja tarinat heidén takanaan ovat usein
yhtd kiinnostavia kuin tieteen yksityiskohdat. Ta-
mén numeron péétteeksi Tauno Metsinkylé esitte-
leekin kaksi tuoretta kirjaa liittyen Emmy Noethe-
rin eldméan ja tieteelliseen tuotantoon.

Lopuksi vield: Elvingin tornin rakennutti Rudolf
Bernhard Elving vuosina 1905-1907. Torni ehti
vuosien saatossa rapistua, mutta vuonna 1994 pai-
kalliset lionsklubit yhdessd Kymiyhtion kanssa lait-
toivat tornin kuntoon. Siitd ldhtien torni on ollut
avoinna yleisolle. Taytyypd seuraavalla reppureis-
sulla ohiajamisen sijaan poiketa!
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ARTIKKELIT

TUTKIMUKSEN HUIPPUYKSIKOT 2022-2029:
VIRTUAALINEN LABORATORIO ILMAKEHAN MOLEKYYLITASON
REAKTIOILLE JA FAASIMUUTOKSILLE

Hanna Vehkamiki
Professori, Helsingin yliopisto

ILMAKEHA JA SUURET YMPARIS-
TOHAASTEET

Ilmastonmuutos ja ilman saastuminen ovat
aikamme merkittdvimmat ympéristohaas-
teet. Kumpikin on seurausta ihmisen aiheut-
tamista ilmakehdn koostumuksen muutok-
sista. Nédiden ongelmien ytimessd on kaa-
sumaisen aineen muuntuminen nesteeksi tai
kiintedksi aineeksi radikaalireaktioiden ja
molekyylien klusteroitumisen seurauksena.
Ndissd prosesseissa syntyvit ilmakehdn
pienhiukkaset ja epdpuhtaassa palamisessa
syntyvét nokihiukkaset ovat suurin epivar-
muustekija maapallon siteilypakotteessa
(Stocker 2013) ja merkittdvin ilmansaastei-
siin liittyvien ennenaikaisten kuolemien
aiheuttaja (Silva 2013). Suomen aerosoli-
tutkimusyhteiso on ollut keskeisessé roolis-
sa tdmén 1lmion huippulaatuisen mallinnuk-
sen ja kokeellisten tydkalujen kehittimises-
sd. Prosessiymmairryksen syventdmistd
hankaloittaa kuitenkin tarvittavien tyokalu-
jen monimuotoisuus seké eri metodeja sys-
temaattisesti yhdistelevin tutkimuksen puu-

te. Ongelma korostuu, kun kehitettyja mit-
talaitteistoja ja malleja sovelletaan niiden
alkuperdisten kayttotarkoitusalueiden lai-
tamilla tai jopa ulkopuolella. Ilmakehén
aerosolinmuodostukseen liittyy suuri jouk-
ko enimmaikseen orgaanisia kemiallisia yh-
disteitd ja monenlaisia prosesseja. Monia
ndistd on jo yksindén haastava mallintaa tai
mitata esimerkiksi mittalaitteiden herkkyy-
den kannalta liilan pienten pitoisuuksien
vuoksi tai siksi, ettd prosessit kattavat mo-
nen kertaluokan laajuiset pituus- ja aikaik-
kunat (Goldstein 2007). VILMAn tavoit-
teena on vastata ndihin haasteisiin luomalla
maailman johtava ilmakehdn aerosolimuo-
dostuksen virtuaalilaboratorio yhdistiméalla
ilmakehitieteitd ja tekodlyd. Taménkaltai-
sen virtuaalilaboratorion pystyttiminen on
jo itsessddn merkittdvd haaste, eikd sitd ole
tdssd laajuudessa yritetty aiemmin luonnon-
tieteissd, vaikkakin vastaavia suunnitelmia
on vireilld esimerkiksi hiukkasfysiikassa
(Derkach 2019) ja energia-alalla (Ratner
2019). Huomattavasti yleisempid ovat tuo-
tantolinjojen digitaalikaksoset, joita kéyte-
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koostumus valilla 2-50nm mittausvaikeudet ja -vinoumat

varaaminen? pirstoutuminen?

Lapaisy?

laskenta?

kombinatorinen ongelma

Kuva 1 : Kaaviokuva VILMAn tutkimuskysymyksisti ja keskeisistd haasteista

tddn laadunvalvonnan parantamiseen sekd
laitteistojen huoltotarpeiden vdhentdmiseen.
Luonnontieteissd tdhdn mennessd kehitetyt
virtuaalilaboratoriot on suunnattu opetuk-
seen eikd tutkimukseen.

VIRTUAALILABORATORIO JA DI-
GITAALISET KAKSOSET

Rakennamme ensin digitaalisia kaksosia
yksittdisistd laitteista ja ilmakehén proses-
seista. Niiden avulla saamme tietoa muun
muassa sellaisista suureista, joita ei voi suo-
raan mitata, sekd tuotamme systemaattisia
ja luotettavia virhearvioita mittausten ja
mallien tuloksille. Kehitimme myds mene-
telmid tiedon visualisointiin sekd interaktii-
visia ldhestymistapoja, jotta digitaaliset
kaksoset voidaan rakentaa ottaen tutkijoi-
den tieto ja nidkemys huomioon. Lopulta
yhdistimme useita digitaalisia kaksosia in-
teraktiivisiksi virtuaalisiksi laboratorio- tai
kenttikokeiksi, jotka sisdltdvat kymmenid
eri laitteistoja, data-analyysityokaluja sekd
usean mittakaavan mallinnusta. Virtuaalila-
boratoriolla pyrimme vastaamaan térkeisiin
“mitd jos” kysymyksiin (esim. “mitd jos
mittalaitteistomme olisivat herkempid?” tai
“mitd jos mallintaisimme tiettyjd prosesseja

tarkemmin?”) optimoidaksemme tutki-
musmenetelmien kehitystd. Nédin pystymme
ratkaisemaan kaksi haastetta, jotka tilld
hetkelld estdvit aerosolimuodostuksen sy-
vallisemmén ymmaérryksen (katso kuva 1):
1) vaikeudet ja vinoumat lyhytikdisten tai
epdstabiilien kemiallisten yhdisteperheiden
sekd erittdin pienten, alhaisen pitoisuuden
omaavien molekyyliklusterien havaitsemi-
sessa ja mallituksessa; sekd 2) hiukkasia
muodostavien yhdisteiden kemiallisesta
monimutkaisuudesta aiheutuva tarvittavien
laskennallisten ja kokeellisten yksittdistut-
kimusten téhtitieteellinen méérd. Haastei-
den ratkaiseminen vaatii tietojenkisittely-
tieteen tutkimusta ja menetelmien kehitysta.
Tietojenkasittelytiede palvelee aerosolitut-
kimusta kolmessa eri roolissa: (i) rakennet-
taessa tehokkaita (laskenta)malleja koko
prosessista, (ii) kéytettdessd nditd malleja
tuottamaan dataa ja suunniteltaessa kokeel-
lisia laitteistoja sekd pédtettdessd mitd yli-
pditddn mitataan tai simuloidaan, ja (iii)
médritettdessd suorien mittausten ulottumat-
tomissa olevia parametreja sekd mittaus- ja
mallinnustulosten epavarmuuksia kokeelli-
sista tai simuloiduista tuloksista.
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MALLINNUKSEN JA MITTAUSTEN
VAIKEUDET JA VINOUMAT

Seké ilmakehédn aerosolien ettd noen muo-
dostumisessa tapahtuvat kaasufaasin ke-
mialliset reaktiot edellyttivit darimméisen
reaktiivisia vélimuotoja, kuten radikaaleja
ja Criegee-vilituotteita, sekd monimutkaisia
ja —vaiheisia reaktiopolkuja. Reaktiivisten
véilimuotojen kéyttdytymisen havainnointi
on usein hankalaa niiden erittdin matalien
pitoisuuksien ja lyhyen eliniéin vuoksi (Gla-
sius 2016): uusimmatkin metodit mahdol-
listavat usein vain lopputuotteiden, kaikkein
stabiileimpien radikaalien tai klusterien ha-
vaitsemisen. Laskennalliset 1&hestymistavat
ovat valttdiméttomid tutkittaessa niiti reak-
tioita, mutta mikdidn menetelmd, lukuun ot-
tamatta d4rimmdiisen raskasta multirefe-
renssihdiridteoriaa, ei ole riittdvdan tarkka
kuvaamaan vilituotteita, jotka saattavat si-
séltdd esimerkiksi relativistisen kvanttime-
kaniikan sanelemia elektronitilojen siirty-
mid ja/tai edeltdvistd reaktiovaiheista yli-
jaanyttd energiaa. Kehitimme koneoppimi-
seen perustuvia kustannustehokkaita mal-
linnusmenetelmid ennustaaksemme &édrim-
méiisen tdrkeitd prosesseja hapettumis- ja
palamisreaktioissa, sekd suunnittelemme
ndille reaktioille soveltuvia tiydentdvid mit-
taustekniikoita.

Ilmakehdn molekyyliklusterien havaitse-
mista vaikeuttaa sekd itse klusterien ettd
niiden ainesosien ddrimmadisen pieni luku-
médrd ja massakonsentraatio (<l ppt ja 1
pg/cm3). Ndmd pitoisuudet ovat selvisti
sahkomagneettiseen sdteilyyn perustuvien
spektroskooppisten menetelmien havainto-
rajojen alapuolella, joten ilmakehén aeroso-

lien ja molekyyliklusterien kokeelliseen
tutkimukseen kdytetddn perinteisesti tiivis-
tymiseen perustuvia hiukkaslaskureita
(CPC, condensation particle counter), mas-
saspektrometrejd (MS) tai ndiden yhdistel-
mid. Modernit CPC:t kykenevit mittaamaan
halkaisijaltaan 1-2nm kokoisten hiukkasten
pitoisuuksia, vaikkakaan ei niiden koostu-
muksia. Lisdksi havaitsemistehokkuuteen
liittyy suuria epdvarmuuksia, erityisesti
pienimmissd kokoluokissa. Tdmé johtuu
klusterien ja tiivistyvan hoyryn vélisen ke-
mian puutteellisesta ymmarryksestd (Kan-
gasluoma 2020). Vastaavasti MS-mittausten
tulokset saattavat olla vinoutuneita johtuen
erilaisista valttdmattomistd esikasittelypro-
sesseista, kuten ldmpddesorptiosta (Li
2020) ja valikoivasta kemiallisesta varaa-
misesta (jos tutkittavat molekyylit tai klus-
terit ovat sdhkoisesti neutraaleja), ja/tai
torméayksen aiheuttamasta pirstoutumisesta
mittalaitteen sisdlld (Passananti 2019).
Kaikki nimé vinoumat voivat riippua mer-
kittdvasti hiukkas-, klusteri-, molekyyli- tai
ionityypistd, ulkoisista olosuhteista ja lait-
teiston asetuksista. VILMA hyodyntdéd seka
mallinnusta ettd tdydentdvid kokeellisia
tekniikoita mittausvinoumien mallinnukses-
sa, minimoinnissa ja kvantifioinnissa. Esi-
merkkejé tillaisista virheistd ovat varaami-
seen liittyvit artefaktit neutraalien kluste-
reiden havainnoinnissa tai kyvyttomyys
erottaa monimutkaisten polyfunktionaalis-
ten orgaanisten molekyylien rakenteellisia
isomeerejd. Samanaikaisesti kehitimme
uusia mittaustekniikoita mahdollistaak-
semme MS-pohjaiset koostumusmittaukset
myo6s halkaisijaltaan 2-50 nm hiukkasille.
[lmakehén paineessa toimivat massaspekt-
rometrit voivat havaita suurimmillaan noin
1-2 nm kokoisia yksittdisid molekyyleja ja
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klustereita (Sipild 2016), kun taas aerosoli-
massaspektrometrien tdmédnhetkinen vas-
taava alaraja on 30-50 nm. Viimeaikaisten
tutkimusten perusteella MS:n yhdistiminen
lampddesorptioon vaikuttaa lupaavalta kan-
didaatilta tdmin aukon tiyttdmiseksi (Per-
raud 2020). VILMAn tavoitteena on pystya
luotettavasti mittaamaan halkaisijaltaan
2-50 nm kokoa olevien ilmakehin kluste-
rien ja hiukkasten kemiallinen koostumus.

KEMIALLINEN MONIMUTKAISUUS

Ilmakehin kemia, joka méaérdd miten tuhan-
sista erilaisista orgaanisista ldhtdaineista
(Ditto 2018), paadytdén tiivistyviin loppu-
tuotteisiin, sisdltdd satojatuhansia reaktiivi-
sia yhdisteitd, joista jokaisella on jopa mil-
jardeja konformeereja (kolmiulotteisia ra-
kenteita). Orgaaniset yhdisteet reagoivat ja
klusteroituvat joidenkin kymmenien epior-
gaanisten yhdisteiden kanssa. Vilituottei-
den viliset reaktiot mahdollistavat miljar-
deista biljooniin erilaisia reaktiopolkuja.
Tédmai orgaanisten yhdisteiden ja ilmakehin
reaktioreittien monimuotoisuus on tutki-
muksemme keskiossd. Ratkaisemme kui-
tenkin my0s noen muodostuksen, samoin
kuin epdorgaanisen ilmakemian keskeisid
avoimia kysymyksid, kuten kaasufaasisen
jodioksohappojen (He 2021) ja organosul-
faattien muodostumismekanismeja. Nykyi-
set ilmakehidn kemiamallit (esim. MCM;
mcm.leeds.ac.uk) kuvaavat tarkasti monien
tyypillisten hiilivetyjen hapettumisen alku-
vaiheet sekd suuren osan kaasufaasin epi-
orgaanisesta kemiasta. Sitd vastoin uni- ja
bimolekulaaristen radikaalireaktioiden mo-
nimutkainen vuorovaikutus, joka tuottaa
védhiten haihtuvia, eli parhaiten aerosoli-

hiukkasia muodostavia lopputuotteita (itse-
hapetus; katso esim. Ehn et al.,, 2014;
Bianchi 2019), on edelleen mysteeri huoli-
matta yksittdisten reaktiovaiheiden lupaa-
vista kokeellisista ja teoreettisista tutkimuk-
sista. VILMAn tavoite on kdyttd4 uusia las-
kennallisia ja kokeellisia tyokaluja tunnis-
tamaan ja kvantifioimaan reaktiomekanis-
mit, jotka muodostavat véhiten haihtuvia
yhdisteitd ilmakehéssé, ja kayttdd virtuaalis-
ta laboratoriota eri yhdisteperheiden osuu-
den méérittdmiseen.

Reaktioissa syntyvit haihtumattomat, ha-
pettuneet orgaaniset aineet klusteroituvat
yhdessd rikkihappoa ja typped sisdltivien
emdsten kanssa, mikd kdynnistdd uusien
hiukkasten muodostumisen. Huippuluokan
kokeet yhdistettynd kvanttikemiaan ja klus-
teridynamiikkaan nojaaviin malleihin ovat
mahdollistaneet lapimurron ilmakehén epi-
orgaanisten (esim. rikkihappoammoniakki)
klusterien muodostumisen ymmaértdmisessa
(Elm 2020). Naille klustereille kéytettyd
lahestymistapaa ei kuitenkaan voida suo-
raan soveltaa orgaanisia aineita siséltdviin
klustereihin, koska tarvittavien kokeiden tai
raskaiden tietokoneajojen méérd olisi téhti-
tieteellinen. Makroskooppisen nesteen omi-
naisuuksiin, kuten nestefaasiaktiivisuuksiin
ja kyllastyshoyrynpaineisiin, perustuvia pe-
rinteisid termodynaamisia malleja ei voida
luotettavasti soveltaa molekyyliklustereihin,
koska monet keskeiset parametrit (kuten
protoninsiirtoreaktioiden todennékoisyys)
riippuvat voimakkaasti klusterin koosta
(Elm 2020). Edes makroskooppiselle nes-
teelle ei ole olemassa malleja, jotka kuvai-
sivat tarkasti monimutkaisia, useita kompo-
nentteja siséltdvid orgaanisten ja epdorgaa-
nisten aineiden seoksia, ja joidenkin kes-
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keisten tiivistyvien hoyryjen luokille yksi-
komponenttisysteemin kylldstyshdyrynpai-
neetkin ovat tuntemattomia (Kurtén 2016).
VILMAn tavoitteena on kehittdd tehokkaita
laskennallisia menetelmid ilmakehédn kan-
nalta merkityksellisten, mielivaltaisten mo-
lekyyliklusterien ominaisuuksien ennusta-
miseen tekodlyd kéyttden. Nanoklusterien
muodostuttua ne kasvavat seka tiivistymaélld
ettd monimutkaisempien nesteessd, kiin-
tedssd aineessa tai niiden pinnalla tapahtu-
vien reaktioiden, kuten organosulfaattien
muodostumisen, seurauksena. VILMAn
tavoitteena on kvantifioida seki palautuvien
ettd ei-palautuvien neste- pinta- ja kiintedn
faasin reaktioiden vaikutus vastamuodostu-
neiden hiukkasten kasvuun, keskittyen eri-
tyisesti orgaanisia ja epdorgaanisia yhdiste-
perheitd yhdistdviin reaktioihin.
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PROMOTING MATHEMATICS IN COMPLICATED TI-
MES

Nicolas Atanes Santos

t is very difficult to define mathematics, and even so, it is a subject in schools where
Istudents can leave even without knowing how to define it. Mathematics matters, is
necessary, and useful, but the application appears with a theoretical background be-
hind it, and it is also necessary to make this theoretical background known in order to
progress. Seeking application to everything is sometimes absurd, and devoting oneself
to pure mathematics is perfectly normal. I am a popularizer of mathematics, and I find
myself in situations that frustrate me a lot. Classmates who learn derivatives in high
school without knowing what they mean, people who ask you to find a sum, as if more
than math you were good at mental calculation, and then hearing my brothers
complain about math and say that they are useless... The pandemic affects many
people, and it has to go down. Many things still keep happening and just increases this
hate towards mathematics.

In my work to spread mathematics, I have tics, calling it mathematics in fact it is a
asked politicians who are in charge of problem, because they learn to hate real
education and youth to ask teachers to pro- mathematics and underestimate the value of
mote a critical spirit in mathematics. Mat- this science, and in fact they are not lear-
hematics is not to believe, but to make ning but simple math. In the 1970s, a brief
things clear. Some listen and agree that the- and dramatic change in the way mathema-
re 1s a problem, but no one seems to want to tics was taught took place, and it failed
fix it. Because solving it is another because of complexity. Definitely what is
problem, and they don't know which one is most important is to show “real” mathema-
worse. Some want to see math disappear, tics, those who are adequate to the times,
and that's frustrating. and try to make each student understand

Mathematics education fails, and when stu- what is going on in mathematics. What is

dents learn something that is not mathema- worse is that many students think they are

10
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not good at mathematics. If we want to stop
this, we must ensure that students do not
learn math as if history would be. A math
proof can not be memorized by hand, and
so that is something we can do to achieve
this. If we show various math things, and
why they matter, and not just a few tricks
and how to do them, we will get students
more motivated than if they learn things by
memorization. Math Olympiad is the best
example: you can learn many things, but
the problems are random. There are many
approaches to the problem, but sometimes
the idea is just to think creatively. You can
just do many problems to prepare, and ha-
ving an interest in it in order to prepare the
maximum (as sportsmen do) is the best way
to get the maximum points.

Fortunately, there are and have been many
popularizers of mathematics and the num-
ber is increasing more and more. This is
increasing the interest of people towards
mathematics, but the problem is always the
same: math popularizers always reach the
same people, those who are already interes-
ted in mathematics, and not those who are
not.

I try to reach those who are not interested in
mathematics, those who hate math. Unfor-
tunately, there are many, but some things
are common among them. One thing they
all have in common is that they see mathe-
matics as something hard, simple, without
any interest at all. Mathematicians see them
as numberists. And it is more than that.

I used to show the beauty of mathematics
through games, such as Rubik’s cubes. |
explained that there are more states in the
Rubik’s cube than atoms in a bottle of wa-

ter, or humans in the world. One day one
teenager asked me why this matters, and I
told him that a Rubik’s cube is an example
to understand the general idea of combina-
torics. In a business, if there are 12 people
for an election to the president, vice presi-
dent and worker, then there are 1320 ways
to choose them. More than what anyone
may expect.

When I am asked to explain what I do, I say
to raise awareness about the importance of
math. When [ started writing this, I thought
about how important football is, but how
much less important the Abel Prize winner
is, or Conway's game of life as entertain-
ment is. In my free time, I spend creating
and solving math problems, and my wish is
that people get less afraid of them, and get
encouraged to play them at an early age.

Mathematics does not depend on the weat-
her, the place, or the context, and learning
mathematics indirectly helps you make
decisions, such as to understand which ob-
ject is bigger, how to compare two situa-
tions, and to find solutions to immediate
questions. Popularizing mathematics is im-
portant, not only for people to learn, but
also so people do not make mistakes in the
interpretation of data, or in serious debates
such as counting. We, those interested in
mathematics, must get this message across,
because maybe someone near you forgot
mathematics because of a lack of interest,
and small things such as Viviani’s theorem
may bring back the interest it may

have once had in mathematics.

N

4
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VIVIANDI’S THEOREM

Let ABC be an equilateral triangle and P an arbitrary point inside the
triangle. The segments PD, PE and PF are, respectively, perpendicular
to the sides BC, AC and AB.

The sum PD+PE+PF is equal to the height of the equilateral triangle.

A Proof:

1

Area(APB) = ) Area(rectangle AB X PE) (prove this!)
1

Area(BPC) = ) Area(rectangle BC X PD)

1
E Area(APC) = ) Area(rectangle CA X PF)

The sum of the Lh.s. is Area(ABC), which is equal to half of the
P area of the rectangle with sides BC and (PE+PD+PF). But this is
also equal to the area of a rectangle with sides BC and AO. Hence

C B AO=PE+PD+PF, which we wanted to prove.

Exercise: construct at least two other proofs of Viviani’s theorem.

12
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CANTOR, SAARNIO JA ABSOLUUTTINEN AARET-

TOMYYS

Jari Palomaki

“Adreton on filosofian, uskonnon ja matematiikan yhteinen kisite ja yhteinen ongelma.*

Uuno Saarnio: Mitd tieddmme ddrettomdstd?, 1969, 1.

irjoittamassaan johdannossa Uuno Saar-
K nion (1896—1977) Das System und Dars-
tellung der transfiniten Ordnungszahlen mit
hilfe der Hoheren Rechenoperationen —teok-
seen vuonna 1958, saksalainen matemaatikko ja
loogikko Heinrich Behmann (1891-1970) totesi
Saarnion jatkavan Georg Cantorin (1845—1918)
alulle panemaa joukko-opin tutkimusta Canto-
rin harjoittamassa perinteisessd muodossa.! Tri-
gonometristen sarjojen yksikésitteisyyden tut-
kimus johti Cantorin tarkastelemaan ddrettomid
jonoja ja luokittelemaan nidin muodostettuja
joukkoja. Niin Cantor mahdollisti joukko-opin
syntymisen. Cantor uskoi 16ytdneensd adarelli-
sen ja Absoluuttisen ddrettomén lisdksi myOs
kolmannen dédrettdomyyden kategorian, jota hin

kutsui transfiniittiseksi. Nidin Cantor onnistui

tuomaan joukko-oppinsa avulla aktuaalisen di-
rettomyyden myOs matemaattisen tutkimuksen
piiriin. Cantorin alkuperdinen ajatus Absoluutti-
sesta ddrettomastd, joka on inhimillisen ymmaér-
ryksen tuolla puolen, oli ensisijassa teologinen
ja se esitti tiarkedd osaa Cantorille koko hénen

eldménsd ajan.2

Absoluuttista ddretontd voidaan kuitenkin 14-
hestyd ja tarkastella matematiikan avulla. Sen
matemaattisen vastineen muodostivat kaikkien
kardinaali- ja jdrjestyslukujen joukot, jotka
kaikki-joukkoina kuitenkin muodostuivat para-
dokseiksi. Ndin kaikki-joukko ei muodosta
joukkoa eikd se siten ole joukko. Cantorin ja
Saarnion suhtautumisessa kaikkien kardinaali-
ja jérjestyslukujen joukkoihin liittyviin para-

dokseihin 16ytyy yhtildisyyksid. Molemmat

T Cantorin tavoin Saarnionkin harjoittama joukko-opin tutkimus ei ollut aksiomaattista. Tallaista Cantorin harjoitta-
maa ei-aksiomaattista joukko-oppia John von Neumann (1903-1957) kutsui naiiviksi joukko-opiksi, Moore 1982, 260.

2 Lyhyet kuvaukset Georg Cantorin eldmasta ja persoonasta , ks. Cantor, 1932, 452-4883, tai Dauben 1979, 271-299.
Uuno Saarnion elamast3, filosofiasta ja matematiikasta, ks. Paloméaki 2002.
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tadhdentdvat paradoksien olevan ratkaistavissa
niin, etteivit ne oikeastaan ole matematiikkaan
kuuluvia ongelmia. Liséksi he tarkastelevat nii-
td paradokseja ldhinnd tietoteoreettisesta nako-
kulmasta. Toisaalta Cantorilla korostuu myos
teologinen tulkinta, kun taas Saarnion tulkinta,
joka perustuu erityisesti Immanuel Kantin
(1724-1804) tietoteoriaan, on filosofinen.

Seuraavassa esitellddn aluksi lyhyesti Georg
Cantorin alulle paneman joukko-opin synty ja
Cantorin siind 10ytdmaét paradoksit, jotka koski-
vat kaikkien kardinaali- ja jérjestyslukujen
“joukkoa”, jota Cantor kutsui Absoluuttiseksi
ddrettomaiksi. Tamin jidlkeen tarkastellaan Ab-
soluuttista ddretontd matemaattisesti nykyisissi
Joukko-opin esityksissd kdytetyn reflektioperi-
aatteen valossa. Seuraavaksi esitetddn Abso-
luuttisen ddrettdmin matemaattisesta tulkinnas-
ta seuraavat joukko-opin paradoksit seké niiden
matemaattiset ratkaisut. Lopuksi esitetddn Can-
torin ja Saarnion tietoteoreettiset ratkaisut nii-

hin paradokseihin.

GEORG CANTOR JA JOUKKO-OPIN
SYNTY

Ennen Georg Cantorin tutkimuksia 1800-luvun
lopulla, filosofiassa, luonnontieteissd ja mate-
matiikassa ei hyviksytty aktuaalisen ddretto-
myyden kisitettd, vaan ainoastaan Aristoteleen
tavoin ymmadrretty potentiaalinen dérettomyys.?
Ajattelijat ja tieteentekijit kuten Galileo Galilei
(1564-1642), Baruch Spinoza 1632-1677),
Isaac Newton (1642—-1727), Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716), ja jopa Carl Friedrich
Gauss (1777-1855) kielsivit aktuaalisen dédret-
tomyyden olemassaolon. Yhtend kiellon syisté
oli, ettd aktuaalisen ddrettomén kisitteen ajatel-
tiin sisdltdvan ristiriidan, kuten esimerkiksi Ga-
lilein 16ytdmé vaikeus verrata kahden eri ddret-
tomin joukon — luonnollisten lukujen joukon
N=1{1,2,3,4,...,n,...}ja nelidlukujen jou-
kon M = {1,4,9, 16, ... n?, ...} — suuruutta
keskenddn. Neliolukujen joukko M on luonnol-
listen lukujen joukon N aito osajoukko, mutta
silti jokaista joukon M nelilukua vastaa jou-
kon N luonnollinen luku ja pdinvastoin:
lo1,26043694616,...non” ...
Galilein “paradoksi” on siind, ettd joukon N
aito osajoukko M on yhtd suuri kuin koko

joukko. Talloin Galilein protagonisti Salviati

3 Merkittavana poikkeuksena on mainittava Johannes Duns Scotus (1266-1308), joka kritisoi Tuomas Akvinolaisen
aarettoman maaritelmaa virhepaatelmana. Akvinolaisen maaritelman, Summa Theologiae 1.7.1, mukaan olio on &arel-
linen (g), jos se on suhteessa rajoittavaan olioon (p), jolloinka olio on &areton ( ~ g), jos silla ei ole suhdetta rajoitta-
vaan olioon ( ~ p). Paattely on siten muotoa: (p — g) - (~p — ~ q) joka ei ole loogisesti pateva. Scotuksen mu-
kaan olio on aarellinen tai dareton, koska silla on joko sisdinen darellisyyden aste tai dareton taydellisyys, (Cross
1999, 40). Scotus paattelee Jumalan aktuaalisen darettomyyden kahdessa vaiheessa seuraavasti: Abstrahoidaan
ensin potentiaalisesti dareton avaruudellinen ulottuvuus aktuaaliseksi kvantitatiiviseksi darettomaksi. Tama aareton
on kuitenkin epataydellinen, koska se on tehty osista ja osat ovat kokonaisuutta pienemmat. Toisena vaiheena siirry-
taan aktuaalisesta kvantitatiivisesta darettomastéa aktuaaliseen kvalitatiiviseen darettomaan, missé jokainen osa on
yhta suuri kuin kokonaisuus - ja tdma aktuaalinen kvalitatiivinen dareton on taydellinen eli Jumala, (ibid., 40, 41). Kun
Scotus oletti, etta jos jokin on &areton, niin se ei voi olla mitddn muuta vihempaa, (ibid., 30), niin tdma olettamus ei
kuitenkaan péade, silla Cantor tutkimuksissaan osoitti eri suurten matemaattisten darettomyyksien olemassaolon.
Mydhaisen keskiajan irtautumisesta Aristoteleen perustuvasta ajattelusta, ks. Murdoch 2009.
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toteaa, ettd on pakko pdaitelld, ettd neliolukuja
on yhti paljon kuin luonnollisia lukuja. Puhues-
saan sitten eripituisten janojen pistejoukkojen
vertailusta, hin toteaa niihin liittyvén "paradok-
sin" toteamalla, ettd molemmat ovat ddrettOmia.
Galilei péitteli, ettd ominaisuuksia “yhtd suuri”,
“suurempi” ja “pienempi” ei voida soveltaa di-
rettomiin, vaan ainoastaan direllisiin méériin.
Nayttdisi siten ldhinnd siltd, ettd Galilei padtyi

olettamaan, ettd on olemassa vain yksi d4reton.4

Cantor oli ensimmadinen, joka viitti, ettd aktuaa-
linen dérettdmyys voi olla matemaattisen tut-
kimuksen kohteena ja sanoo késitykselldén ole-
van yhtymékohtia Nikolaus Cusanuksen filoso-
fian kanssa.> Hén sanoi, ettd ithmisen jarki (ra-
tio) voi luoda kisitteelliset vilineet sen sisdisen
rakenteen tutkimiseen. Cantor uskoi, ettd syy
sithen, ettei aktuaalista ddrettomyyttd kéytetty
matematiikassa, filosofiassa ja teologiassa pe-
rustui yleiseen ja kaikkialle levinneeseen harha-
Iuuloon, ettd direllisid ominaisuuksia ei voi
omistaa ddrettomaélle ilman ristiriitoja. Vuoden

1883 artikkelissaan “Grundlagen einer allge-

meinem Mannigfaltigkeitslehre” hin kaésitteli
Aristoteleen ja keskiajan skolastikkojen argu-
menttia, jonka mukaan jos &dreton sallitaan,
niin se mitatdi ddrellisen luvun.6 Esimerkiksi,
jos n ja m ovat nollaa suurempia dérellisid luku-
ja, niinn+m>n jan+m>m. Sen sijaan,
Jos m on dareton, niin olkoon n miké tahansa
ddrellinen luku, niin # + m = m. Cantor kui-
tenkin totesi, ettd on viirin olettaa ddrettomien
lukujen noudattavan samoja laskulakeja kuin
aarelliset luvut. Esimerkiksi, vaikka #érelliset
luvut noudattavat kommutatiivilakia m +n =
n + m, niin transfiniittisille jirjestysluvuille se

eipidekuten l + o = w,muttaw + 1 # w.7

Vuonna 1887 artikkelissaan “Mitteilung zur
Lehre von Transfiniten” Cantor siteeraa Tuomas
Akvinolaisen Summa Theologiae 1,q.7, a. 4. ja
sanoo, ettd kyseissd kappaleessa esiintyvét kak-
si merkittdvintd vastaviitettd aktuaalista Adre-
tontd vastaan, mitd historian kuluessa on kos-
kaan esitetty:

1) ... jokaisen moneuden on oltava jossakin moneu-

den lajissa, mutta moneuden lajit ovat lukumddrien
lajien mukaisia. Mutta mikddn lukumdidirdn laji ei ole

4 Galilei 1914, 31, 32. Jo keskiajalla aktuaalisen darettomyyden olemassaoloa vastaan esitettiin erisuurten aaretto-
myyksien paradoksia seuraavasti: Jos hyvaksytaan aktuaalinen darettomyys, niin jotkut darettdmyydet ovat suurem-
pia kuin jotkut toiset, jotka samalla ovat edellisten osia. Kuitenkin on “aksiomaattista”, etta kaikki 4arettomyydet ovat
yhta suuria. Néin ollen osa ei voi olla pienempi, vaan yhtéa suuri kuin kokonaisuus, mika on absurdia. Tama késitys oli
yleinen 1200- ja 1300-luvulla ja muun muassa Bonaventura (1221-1274) sisallytti sen kirjoitukseensa, joka kasitteli
ikuisen maailman mahdollisuutta, Murdoch 1982, 569, 570.

5 Cantor 1932, 205. Cantor mainitsee Bernard Bolzanon (1781-1848) postuumisti vuonna 1851 julkaistun teoksen
Paradoxien des Unendlichen, ibid., 179. Teoksessaan Bolzano kehittelee joukko-oppia kdyttden muun muassa sanaa ”
Menge” ja todistaa induktiolla 4arettdman olemassaolon, Bolzano 1851, § 13.

6 Cantor 1932, 173-175. Cantor analysoi Aristoteleen ndkemyksia darettomasta ja viittaa erityisesti taman Metafysii-
kan kirjan XI, lukuun 10, joka siséltaa lyhennettyna Fysiikan kirjassa Ill esittamia tarkasteluja darettomasta.

7 Cantor 1932, 177. Airettdmille joukoille ei mydskaan pade se aarellisyydessa pateva laki, jonka mukaan totum parte
majus eli kokonaisuus on osaansa suurempi, Saarnio 1969, 71. Richard Dedekindin (1831-1916) mukaan &areton jouk-
ko voidaan maaritella lauseella: “Joukko on &aretdn, jos silla on aito osajoukko, jonka alkiot voidaan rinnastaa yksi-
yksisesti koko joukon kaikkien alkioiden kanssa,” ibid., 73. Nain maariteltynd saadaan Dedekind-aareton, joka selittaa
myds Galilein “paradoksin.” Adretdn voidaan maaritelld myos toisin: “Ei-tyhja joukko A on &érellinen, jos on olemassa
positiivinen kokonaisluku n siten, etta joukon A alkiot voidaan rinnastaa yksi-yksisesti joukon {1,2,3,..., n}kanssa;
muutoin A on &areton,” ks. tarkemmin Moore 1982, 22-30.
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ddreton, silld jokainen lukuméédrd on moneus jota
mittaa yksikko. Siksi moneus ei voi olla aktuaalisesti
ddreton, ei itsessdin eikd aksidentaalisesti. 2) Samoin
jokainen moneus asioissa on luotu ja kaikki luotu
kuuluu johonkin mddrdttyyn luojan tarkoitukseen,
silld mikddn toimija ei toimi tarkoituksetta. Siksi on
vilttamatontd, ettd kaikki luotu sisdltyy midréttyyn
lukuméérién. Siksi on mahdotonta, ettd ddretdon mo-
neus voisi olla aktuaalisesti edes aksidentaalisesti. 8

Akvinolaisen ensimméinen kohta nédyttdd sano-
van, ettd jokaisella joukolla on lukunsa, mutta
kaikki luvut ovat direllisid. Toinen kohta puo-
lestaan ndyttdd sanovan, ettd jokaisella joukolla
on oltava méératty merkitys tai tavoite, mutta
jokainen maidritty tavoite on &didrellinen. Kir-
jeessddn teologi Konstantin Schlottmannille
(1819-1887) 9.4.1887 Cantor sanoi pitdvinsa
Akvinolaisen esittdmid vastaviitteitd oikeutet-
tuina, mutta vain silld edellytykselld, ettei hé-
nen omaa teoriaansa aktuaalisesta darettomasta,

jota hin kutsui transfiniittiseksi, olisi kehitetty.?

Cantorin mukaan emme voi tulla toimeen ilman
potentiaalista dédretontd, jota hdn kutsui epiai-
doksi ddrettomaiksi (uneigentlich-unendliches)
ja merkitsi lemniskaatalla co . Potentiaalinen

ddreton kuitenkin vélttdmattd edellyttdd jo tie-

tyn arvo-alueen kokonaisuutena olemassa ole-
vaksi. Niin ollen jokainen potentiaalisen diret-
tomin tarkka matemaattinen kéytto edellyttdd
aktuaalisen &ddrettomén, jota Cantor kutsui ai-

doksi ddrettoméksi (eigentlich-unendliches).10

Kehittidessddn transfiniittisten lukujen teoriaa
Cantorin perusajatuksena oli, ettd késitteet
“ekvivalentit joukot”, “kardinaaliluku” ja “lue-
teltavuus™ koskevat paitsi ddrellisid joukkoja
my0s ddrettomid joukkoja.!! Kun déreton ajatel-
laan olevan vastakohtana 4&irelliselle, Cantor
kisittelikin  ddrettomid joukkoja analogisesti
adrellisten joukkojen kanssa. Néin syntyi Can-

torin luoma teoria transfiniittisistd luvuista.

Adrettomisti joukoista yksinkertaisin ja pienin
on luonnollisten lukujen joukko N = {1,2,3,...},
jonka kardinaliteettia Cantor merkitsi N:11a.12
Cantor ajatteli, ettd N on tdydellisesti ja koko-
naisena annettu eikd epétidydellisesti padttymét-
tomind lukujonona, jota hidn merkitsi oco:lla.
Niin Cantor erotti selkeisti toisistaan potentiaa-
lisen dédrettomén ja aktuaalisesti ddrettomén
joukon. Potentiaalisen ddrettomén joukon alkiot

voidaan jdrjestdd paittyméttoméaksi jonoksi,

8 Cantor 1932, 403, 404. Lainaus ja kursivointi Cantorin: “[1) ... quia omnem multitudinem oportet esse in aliqua
specie multitudinis. Species autem multitudinis sunt secundum species numerorum. Nulla autem species numeri est
infinita, quia quilibet numerus est multitudo mensurata per unum. Unde impossibile est esse multitudinem infinitam
actu; sive per se, sive per accidens. 2) ltem omnis multitudo in rerum natura existens est creata; et omne creatum
sub aliqua certa intentione creantis comprehenditur, non enim in vanum agens aliquod operatur. Unde necesse est
quod sub certo numero omnia creata comprehendantur. Impossibile est ergo esse multitudinem infinitam in actu,

etiam per accidens.”
9 Hallett 1984, 22.
10 Hallett 1984, 25.

" Kaksi joukkoa A ja B ovat ekvivalentit, jos jokaista joukon A alkiota vastaa yksi-yksisesti joukon B alkio ja painvas-
toin, jokaista joukon B alkiota vastaa yksi-yksisesti joukon A alkio. Jos joukot A ja B ovat ekvivalentit, sanotaan niiden
olevan yhtd mahtavat (Machtigkeit), toisin sanoen, niilld on sama kardinaliteetti. Siten joukon A kardinaaliluku on
kaikkien joukon A kanssa ekvivalenttien joukkojen yhteinen ominaisuus ja sitd merkitdan A. Joukko A on numeroitu-
va, jos joukon A alkiot voidaan rinnastaa yksi-yksisesti joko kaikkien luonnollisten lukujen kanssa tai jonkin luonnollis-

ta lukua n pienempien luonnollisten lukujen kanssa.

12 N, (alef) on heprean aakkosten ensimmainen kirjain, Cantor 1932, 293
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Jjosta puolestaan saadaan mielivaltaisen suuria
ddrellisid osajoukkoja, muttei koskaan koko
joukkoa, jolloin se tietyssd mielessd on aina dé-
rellinen. Aktuaalisesti dédreton joukko puoles-
taan on tdydellisesti annettu kokonaisuus. Néin

ollen oo ei koskaan saavuta N:aa.

Cantor osoitti, ettd luonnollisten lukujen joukon
N ja rationaalilukujen joukon Q vililld vallitsee
yksi-yksinen vastaavuus eli bijektio, mutta N:n
ja reaalilukujen joukon R vililld tdllainen ei
ole, ts. IN|=[|Q| =N, mutta |[R| > N,.13
Han oletti reaalilukujen joukon R kardinaalitee-
tin olevan N:aa seuraavaksi suurempi kardina-
liteetti ja merkitsi sitd N, :1ld. Cantor kykeni
osoittamaa myos, etti |R| = 250, jolloin Can-
torin oletuksen mukaan saadaan yhtdlo:
N, = 2R0, jota kutsutaan Cantorin kontinuumi-

hypoteesiksi. Lukuisista yrityksistddn huolimat-

ta Cantor ei kyennyt todistamaan hypoteesia

oikeaksi — eikd myOskddn vadriksi.!4

Transfiniittisten kardinaalilukujen liséksi on
olemassa my0s transfiniittisid jarjestyslukuja.!s
Adrellisilld joukoilla jirjestysluvut ja kardinaa-
liluvut ovat yksi-yksisesti vastaavia toistensa
kanssa. Sen sijaan dédrettomyydessd saman kar-
dinaaliluvun omaavilla tietyilld tavoilla jéarjeste-
tyilld joukoilla voivat olla erilaiset transfiniitti-
set jarjestysluvut. Luonnollisten lukujen tavan-
omaisella suuruusjirjestykselld jéarjestettyd
joukkoa Cantor merkitsi a:lla, toisin sanoen,
w = 1,2,3,4,.... Jos nyt jirjestetddn ensin
kaikki parittomat luvut ja niiden jidlkeen kaikki
parilliset luvuteli 1,3,5,7,...2,4,6,8, ...,
niin saadaan transfiniittinen jarjestysluku

@ + w = w?2. Kaikkien parillisten luonnollis-
ten lukujen joukon kardinaliteetti on

| {2n} | = N, ja kaikkien parittomien luonnol-

3 N ja Q ovat numeroitavasti adrettomia, kun taas R on ylinumeroituvasti dareton.

4 Monet ovat siita lahtien pyrkineet todistamaan kontinuumihypoteesin, mutta toistaiseksi siind epaonnistuneet.
Vuonna 1939 Kurt Godel (1906-1978) osoitti, ettd kontinuumihypoteesi voidaan lisitd aksiomaattiseen joukko-oppin
ilman ristiriitaa, jolloin kontinuumihypoteesi olisi tosi ja sitd ei voisi kumota, kun taas vuonna 1963 Paul J. Cohen
(1934-2007) osoitti, ettd kontinuumihypoteesin negaatio voidaan lisata aksiomaattiseen joukko-oppiin ilman ristirii-
taa, jolloin kontinuumihypoteesi voisi olla epatosi ja se voitaisiin kumota. Nain ollen kontinuumihypoteesi on joukko-
opin aksiomeista riippumaton. Myos Saarnio on pyrkinyt todistamaan kontinuumihypoteesia, ks. Saarnio 1968, 1969,
458-485. Saarnion "konstruktiivinen” todistus ei perustu aksiomaattiseen joukko-oppiin, eika se ole saanut myos-
kaan tiedeyhteison hyvéksyntaa. Toistaiseksi ei ole selvaa, mita oletuksia hanen todistukseensa tarkemmin siséltyy ja
onko todistuksessa virhe ja jos, niin mika ja missa. Systemaattinen tutkimus Saarnion todistuksesta on siis viela te-
kemattd. Matemaatikkojen suhtautuminen kontinuumihypoteesiin ilmentéda sen perustavaa filosofista luonnetta.
Intuitionistit ovat ontologiselta kannaltaan konseptualisteja ja heidan mielestdan kysymys on mieleton. Formalistit
ovat ontologiselta kannaltaan nominalisteja ja heidan mielestdan yhdessa systeemissa se on tosi ja toisessa epatosi
riippuen valituista aksiomeista. Realistit ovat ontologiselta kannaltaan platonisteja ja heidan mielestdan kontinuumi-
hypoteesi on tosi tai epatosi aksiomeista ja tiedostammekin riippumatta. Viime aikana erityisesti matemaatikko Wil-
liam Hugh Woodin (1955-) on argumentoinut ensin sen puolesta, ettd kontinuumihypoteesi on mielekads, mutta se
olisi epatosi. Toisin sanoen, kontinuumin kardinaliteetti ei olisi X, vaan se oli X,, ks. Woodin 2001. Sittemmin Woo-
din on muuttanut mieltdan ja han on alkanut argumentoimaan sen puolesta, ettd kontinuumihypoteesi voisikin olla
tosi, ks. Rittberg 2015.

5 Joukko on jérjestetty, jos jonkin sdannon tai relaation avulla voidaan sanoa mista tahansa joukon kahdesta alkiosta,
kumpi on toisen edella ja kumpi jaljessa. Jarjestetty joukko on hyvinjéarjestetty, jos silla ja sen jokaisella ei-tyhjalla
osajoukolla on ensimmainen alkio. Hyvinjarjestetyn joukon jarjestystyyppi on puolestaan samanlaisten hyvinjarjes-
tettyjen joukkojen yhteinen ominaisuus. Jarjestysluku on hyvinjarjestetyn joukon jarjestystyyppi. Jarjestetyt joukot
ovat isomorfiset, jos niiden alkiot vastaavat yksi-yksisesti toisiaan ja niiden jarjestys on sama siten, etté alkioiden
valinen jarjestys sailyy tassa vastaavuudessa.
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listen lukujen joukon kardinaliteetti on 4. Transfiniittiset jirjestysluvut: 0]
| {2n + 1} | = N, jolloin helposti ndhdiédn, 5
ettd N + Ny = N, Sen sijaan 02 # @.16

Absoluuttinen ddrettomyys: Jumala

Téamin erilaisten ddrettdomyyksien erojen perus-

Cantor osoitti my®s, ettd on olemassa kasvava, teella voidaan todeta, ettd Aristoteles erotti toi-

yhé suurempien transfiniittisten kardinaaliluku-
_ 17 . e e
jen jono No, Ny, N, ..., N, R SRy, tomén, sekd aktuaalisen #drettdméin, jonka ole-
Vastaavasti, on olemassa kasvava, yhi suurem-

sistaan (1.) didrellisen, (2.) potentiaalisen &daret-
w—1> "

massaolon héin kuitenkin kielsi. Cantor sen si-

pien transfiniittisten jérjestyslukujen jono jaan osoitti, etti myds aktuaalinen #ireton on

123, 0,0 +1,.., olemassa,!® joka puolestaan jakaantui kahteen
w2,w2+1,. .0 0= 602, w? + L..., osaan, nimittdin kasvavaan aktuaaliseen #iret-
oo+ 1. 0% 0" +1,..., tomyyteen eli transfiniittiseen (3. ja 4.), seki
o, o+ 1., Wy - endd kasvamattomaan Absoluuttiseen aktuaali-
Kaikki transfiniittiset kardinaaliluvut samoin seen ddrettdmaiin (5.).20

kuin kaikki transfiniittiset jarjestysluvut muo-

dostavat Cantorin mukaan Absoluuttisen daret-

o o ABSOLUUTTINEN AARETTOMYYS
tomaén, jonka tutkiminen ei endd kuulu matema-

tilkkkaan vaan teologiaan. Toisin sanoen, Canto- Platon (427-347 eKr.) ajatteli Absoluutin dérel-
rin mukaan Absoluuttinen diretén on yhtd kuin liseksi, kun taas teologit ja metafyysikot Ploti-
Jumala. noksesta (204-270) alkaen ovat olettaneet Ab-

e . soluutin &ddrettoméiksi. Mitd sana ~Absolutti-
Niin Georg Cantorin direllisen ja direttdmien

. . . - nen” tarkoittaa, riippuu luonnollisesti kyseessd
rationaaliset erottelut voidaan esittdd seuraavas-

i olevasta filosofista. Tédssd yhteydessd Absoluu-

tilla tarkoitetaan Absoluuttista ddretontd, joka
1. Finiittiset eli ddrelliset luvut: 1,2,3,...,n puolestaan tarkoittaa jotakin sanoin kuvaama-
2. Potentiaalinen direton: o0 tonta olemusta, Jumalaa,2! hallitsevaa univer-

3. Transfiniittiset kardinaaliluvat: R saalia Mieltd tai — yksinkertaisesti — kaikkien

w2 =w+w # o = 2w eli w kaksi kertaa on yhta kuin @ + w, joka on eri suuri kuin w, joka puolestaan on yhta suu-
ri kuin kaksi w kertaa. Esimerkiksi, 1, 3,5,7,...2,4,6,8, ... =w2=w+w #1,2,3,4,.. =w =2+2+2+2+ ... =2w.
17 Cantor 1932, 296.

'8 Transfiniittisten jarjestyslukujen kasvavan, yha suurempien jarjestyslukujen systemaattinen esitys on Saarnion Das
System und die Darstellung der Transfiniten Ordnungszahlen mit Hilfe der Hoheren Rechenoperationen vuodelta
1958. Padosin sama suomeksi esitettynd, Saarnio 1969, 217-449, lukuun ottamatta viimeista IV lukua, jossa esitetdaan
myos ylinumeroituvien jarjestyslukujen laskulait. Nain jarjestyslukujen laskulakien systemaattisella esitykselld Saar-
nion jatkaa Cantorin alulle panemaa transfiniittisten jarjestyslukujen laskulakien tutkimusta.

® Duns Scotusta kuitenkaan unohtamatta.
20 Cantor 1932, 401, 405.

21 Koska Absoluutilla ja Absoluuttisella darettomalla tarkoitetaan téssa likimain samaa kuin Jumala eika esimerkiksi
Jumalan ominaisuutta, siksi kirjoitetaan sana: “Absoluutti” isolla A-kirjaimella
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mahdollisten ajatusten luokkaa.?2 [lmaus “kaik- Absoluuttia pienempi, jolla myOs on ominai-
kien mahdollisten ajatusten luokka” tekee mah- suus P. 25

dolliseksi tarkastella Absoluuttia matemaattisen . . .
Reflektioperiaatteen taustalla on seuraava aja-

kdsitteiston avulla. tus: jos millddn Absoluuttia pienemmaélld oliolla

Yksi Georg Cantorin antama joukon kuvaus ei olisi ominaisuutta P, niin silloin Absoluuttia
kuuluu: ”Joukko on miké tahansa monta, joka voitaisiin kuvata sind ainoana oliona, jolla yk-
voidaan ajatella yhtend.”23 Niin joukko voidaan sin olisi ominaisuus P. Tami olisi kuitenkin
ajatella mahdollisen ajatuksen muotona. Toisin vastoin sitd periaatetta, ettd Absoluutti ylittdisi
sanoen, mitd voidaan ajatella, niin siitd voidaan kaikki sen inhimilliset kuvaukset. Teologisin
muodostaa joukko — ja pdinvastoin.2* Joukko- termein tdtd voitaisiin kuvata Gregorios Nyssa-
opissa Absoluuttia vastaa kaikkien jarjestyslu- laisen sanoin: Ei ole vilid silld, miten pitkille
kujen luokka, jota merkitddn €2:lla. Joukko- mielemme pyrkiikddn keskittyessidin kohti Ju-
opissa sitd késitellidn reflektioperiaatteella, malaan, silld se ei saavuta sitd, mitd Hidn on,
joka voidaan yleisemmin esittdd seuraavasti: vaan sitd mitd on Hénen alapuolellaan.”26

Reflektioperiaate: Jos P on miké tahansa yksin- Absoluutti on kisittdmédton ja sanoin kuvaama-
kertaisesti kuvattavissa oleva Absoluutin omi- ton. Silti, Robert John Russellin (1946— ) mu-
naisuus, niin silloin on oltava olemassa jokin kaan, voimme eriissia mielessi tietdda Absoluu-

22 Cantor 1932, 443: “Wie man sich leicht (iberzeugt, ist z. B. der ,Inbegriff alles Denkbaren” eine solche Vielheit.”
Joukko-opissa tehdaan erottelu joukon ja luokan valilla siten, etta kaikki joukot ovat luokkia, mutta kaikki luokat eivat
ole joukkoja. Luokat, jotka eivat ole joukkoja, ovat lilan suuria muodostaakseen joukkoja. Naita luokkia kutsutaan
aidoiksi luokiksi. Tama erottelu mahdollistaa liian suurten ja ristiriitaisten joukkojen muodostamisen sijaan kéasitella
niita aitoina luokkina. Esimerkiksi kaikkien jarjestyslukujen aitoa luokkaa merkitdan usein von Neumann-Bernays-Go6-
del —joukko-opissa, NBG, symbolilla ON = df{x|x = jarjestysluku} ja kaikkien joukkojen joukkoa symbolilla

V =df{x|x = joukko}.

23 Cantor 1932, 204. “Unter einer ,Mannigfaltigkeit” oder ,Menge” verstehe ich ndmlich allgemein jedes Viele, welc-
hes sich als Eines denken laBt.”

24 Rucker, 1982, 41. Tata Cantorin joukon kuvausta voi kutsua tietoteoreettiseksi ndkemykseksi matematiikan joukko-
kasitteestd. Myos Saarnio lahestyy joukko-oppia tietoteoreettisesti sanomalla joukon kasitteesta, etta “[s]e on ih-
mishengen kyky, jolla ihminen kasittaa tietyt, toisistaan erilliset oliot yhdeksi kokonaisuudeksi, naiden olioiden jou-
koksi,” Saarnio 1969, 42. Kuvaavaa Saarnion tietoteoreettiselle lahestymistavalle on niin ikdan matemaattista joukko-
oppia sisaltavan ja darettomia joukkoja kasittelevan teoksen nimi: Mitd tieddmme darettéméasta?

25 Toisin sanoen, olkoon jarjestysluvun ominaisuus P mika tahansa, jos Q:lla on ominaisuus P, niin on olemassa aina-
kin yksi jarjestysluku § < Q, jolla on ominaisuus P. Joukko-opissa reflektioperiaate tarkoittaa, etta jokainen ominai-
suus, joka on kaikkien joukkojen aidolla luokalla, on ainakin yhdella siihen kuuluvalla joukolla. Reflektioperiaatteesta
ja Godelin toisesta epataydellisyyslauseesta seuraa, ettd Zermelo-Fraenkel-joukko-oppi, ZF, ei ole dérellisesti aksio-
matisoituva: Jokaisella darellisella méaaralla ZF:n teoreemoja on olemassa malli reflektioperiaatteen mukaan, mutta
ZF:n mallin olemassaolo ei ole todistuva, Jech 2003, 168.

26 Wolter 1947, 9: “No matter how far our mind may have progressed in the contemplation of God, it does not attain
to what He is, but to what is beneath Him.” Ks. myos Mihlenberg 1966, 159. Georg Cantor puolestaan sanoo, etta
Absoluutti voidaan ainoastaan tunnustaa (anerkannt), muttei koskaan kasittaa (erkannt), eika se myoskaan likimaa-
raisesti tule kasittavaksi. Cantor 1932, 205: “Das Absolute kann nur anerkannt, aber nie erkannt, auch nicht anna-
hernd erkannt werden.”
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tin ominaisuuksista jotakin.2” Néhddksemme,
ettel tdssd ole ristiriitaa, oletetaan, ettd Abso-
luutti on kisitettdvissd kuten transfiniittiset jar-
jestysluvut. Tdlloin olisi olemassa jokin omi-
naisuus P, joka yksinomaan olisi Absoluutilla
ja jonka avulla voisimme kisittdd yksinomaan
Absoluutin. Nyt, saadaksemme Absoluutin ké-
sittiméattomaksi, sovimme yksinkertaisesti seu-
raavasti: jokainen ominaisuus P, joka olisi ai-
noastaan Absoluutilla, on sekd Absoluutilla etta
jollakin transfiniittiselld jdrjestysluvulla. Eli
toisin sanoen, ei olisi olemassa ominaisuutta P,
joka olisi ainoastaan Absoluutilla. Tdma tarkoit-
taisi, ettd voisimme sanoa Absoluutin olevan
sekd kdsitettdvissd ettd késittimaton. Tami
vuoksi emme voisi koskaan tdysin erottaa Ab-
soluuttia transfiniittisistd jirjestysluvuista olet-
taen, ettd emme voi koskaan kuvata Absoluut-
tia, jolla ainoastaan olisi ominaisuus P ja jota se
ei jakaisi jonkin transfiniittisen jirjestysluvun
kanssa. Tosin sanoen, ei olisi olemassa ominai-
suutta P, joka erottaa Absoluutin jokaisesta

transfiniittisesta jirjestysluvusta.28

Absoluutti olisi kuitenkin késittimaton, silld
vaikka transfiniittiset jarjestysluvut ldhestyvét
loputtomasti Absoluuttia, ne eivit sitd koskaan

saavuta. Absoluutti sijaitsee absoluuttisesti saa-

27 Russell 2008, 66
28 Russell 2008, 66.

vuttamattomana kaiken késityksemme “tuolla
puolen”. Tétd argumenttia on usein Kkutsuttu
Cantorin reflektioperiaatteeksi, joka johti Can-
torin tekeméin kolmijakoisen erottelun koskien
adretonta:
Aktuaalinen ddrettomyys nousee esiin kolmes-
sa yhteydessi: ensiksi kun se todellistuu kaikkein
tdydellisimméssd muodossa, kokonaan riippu-
mattomana ylimaailmallisena olentona, in Deo,
jota kutsun Absoluuttiseksi ddrettomdiksi tai yk-
sinkertaisesti Absoluutiksi; toiseksi kun se esiin-
tyy kontingentissa, luodussa maailmassa; kol-
manneksi kun mieli kisittdd sen in abstracto ma-
temaattisena médrind, lukuna tai jirjestystyyppi-
nd. Tahdon tehdé selvédn eron Absoluutin ja kut-
sumani transfiniittisen vililla, se on, kaksi jal-
kimmdistd lajia aktuaalista ddretontd, jotka ovat
selvasti rajattuja, kykenevia edelleen kasvamaan
ja siten sukua ddrelliselle 2°
Jos Absoluuttisen ddrettomyyden ominaisuudet
ovat my0s transfiniittisilld jdrjestysluvuilla ja
ilmenevit niissd, niin Russellin mukaan Abso-
luuttinen dédrettomyys on erddssd mielessd tie-
dettdvissi ja kisitettdvissd. Absoluutti paljastuu
transfiniittisissd jarjestysluvuissa ja silti se talld
samalla paljastuksella jaa kétketyksi, sanomat-
tomaksi, kasittimiattomaiksi.3® Transfiniittiset
Jjarjestysluvut muodostavat loputtoman verhon
Absoluuttisen ddrettomédn ympdérille. Tima ver-

ho on kaikki, mitd koskaan voimme siitd tietda.

29 Cantor 1932, 378: “Es wurde das A.-U. nach drei Beziehungen unterschieden: erstens sofern es in der hdchsten
Vollkommenbheit, im vo6llig unabhangigen, auBerweltlichen Sein, in Deo, realisiert ist, wo ich es Absolutunendliches
oder kurzweg Absolutes nenne; zweitens sofern es in der abhangigen, kreatlirlichen Welt vertreten ist; drittens so-
fern es als mathematische GréBe, Zahl, oder Ordnungstypus vom Denken in abstracto aufgefaBt werden kann. In
den beiden letzten Beziehungen, wo es offenbar als beschrénktes, weiterer Vermehrung fahiges und insofern den
Endlichen verwandtes A.-U. sich darstellt, nenne ich es Transfinitum und setze es dem Absoluten strengstens ent-

gegen.”
30 Russell 2008, 71.
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Aito tieto Absoluuttisesta ddrettomastd on ikui-

sesti paljastettu verholla, joka sen kitkee.3!

Russell esittdd edelld esitetyn johtopddtoksensi
my0s teologisin termein seuraavasti: “Mitd Ju-
mala on valinnut paljastaa meille, katafaattisesti
— Jumalan olemassaolosta Luojana, Jumalan
hyvyydestd, rakkaudesta ja kauneudesta — on
verho, jonka takana Jumalan todellisuus on lo-
puttomasti kitketty tarkalleen kuten se on lo-

puttomasti ilmoitettu.”32

JOUKKO-OPIN ANTINOMIAT - JA NII-
DEN RATKAISUT: CANTOR JA SAAR-
NIO

Cantor 10ysi luomastaan joukko-opista kaksi
toisiinsa liittyvdd paradoksia, mutta hén ei ollut
niistd mitenkdidn huolissaan, koska uskoi rat-
kaisseensa ne. Toinen niistd koski kaikkien kar-
dinaalilukujen systeemid, jota Cantor kutsui
Absoluuttiseksi dédrettoméksi tai systeemiksi I .
Toisin sanoen systeemi M muodostuu kaikista
ddrettomistd kardinaaliluvuista R, N, N, ,

.., N ... 33 Cantor osoitti, ettd oletus kaikkien

1744

kardinaalilukujen muodostaman joukon ole-

massaolosta johtaa ristiriitaan seuraavasti:

Oletetaan, ettd T on kaikkien joukkojen joukko.
Cantorin teoreeman mukaan jokaisen joukon A
kaikkien osajoukkojen joukon eli potenssijou-
kon &P(A) kardinaaliteetti on tétd joukkoa suu-
rempi, toisin sanoen, | P(A)| > |A| 34 Tistd
seuraa, ettd | P(R)| > |P |. Toisaalta, koska
potenssijoukon &(R) kaikki alkiot ovat joukko-
Jja, niin niiden téytyy sisiltyd kaikkien joukko-
jen joukkoon R, jolloin [A | > | Z( 1 )|. Niin
on luotu ristiriita jota kutsutaan Cantorin para-
doksiksi.

Kaikkien kardinaalilukujen muodostaman sys-
teemin N synnyttdmaén ristiriidan Cantor ratkai-
si sanomalla, ettd I on Absoluuttinen dédreton,
joka ei voi olla kvantitatiivisen pdittelyn ja ra-
tionaalisen toiminnan kohteena. Sitd ei voi
ymmirtdd loogisella analyysilld, vaan ainoas-
taan intuitiivisen ndkemyksen avulla. Liséksi,
sitd el voi kisittdd, silld se voidaan ainoastaan
hyviksyd ilman rationaalista péittelyd ja loo-
gista analyysid. Loogisella analyysilld tarkoite-
taan tdssid sitd, ettd N:ta ei voi kdsittdd joukko-
na. Sen sijaan Cantor kutsui sitd “inkonsisten-

31 Russell 2008, 71. Analogisesti tata ajatusta voisi kuvata esimerkiksi autopeitteelld peitettya autoa, jota itsedan ei
siis ndy, mutta autopeitteen muoto paljastaa peitetyn auton olevan mita ilmeisimmin Volkswagen Kupla.

32 Russell 2008, 72: “What God has chosen to disclose to us, the kataphatic - God’s existence as Creator, God'’s
goodness, love, and beauty - is a veil behind which the reality of God is endlessly hidden precisely as it is endlessly

revealed.”

33 1, (taw), on heprean aakkosten viimeinen kirjain, Cantor 1932, 445-447.

34 Cantor 1932, 279-280. Cantorin teoreeman ajatuksena on, ettei ole olemassa surjektiota joukosta A joukon A po-
tenssijoukolle. Todistus: Ensiksi, helposti voi huomata, ettd on olemassa injektio ¢ joukosta A sen potenssijoukolle
P(A). Josx € Aniin ¢ (x) = {x} € P(A). Toiseksi, oletetaan, etta olisi surjektio ¢ : A — FP(A), jolloin niilla olisi sama
kardinaliteetti. Olkoon B, = {x € A|x & ¢(x)}. JosB, = ¢(y). niiny € B, <y & ¢(y) <y & B, mika on ristiriita.

Siten B, on joukon A osajoukko, joka ei kuulu kuvauksen ¢ arvojoukkoon ja néin ollen ei ole olemassa surjektiota

joukosta A joukon A potenssijoukkoon S(A).
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tiksi, absoluuttisen &direttomiksi moninaisuu-
deksi.’35 Tamd R, Cantor sanoi, on Jumala,
kaiken maailmassa olemassa olevan luova al-
kusyy. Cantor esitti nyt aristotelis-skolastisen
tunnuslauseen: “Ei ole aktuaalista ddretontd,”36
sijaan oman tunnuslauseensa: “Kaikki oliot,
Joko ddrelliset tai ddrettomdt, ovat mdidrdttyjd ja
Jumalaa lukuunottamatta ne voidaan midrittdd

jérjen avulla.”37

Itse asiassa Cantor esitti tdssd yhteydessd kaksi

teoreemaas:

Teoreema A: Kaikkien jirjestyslukujen systeemi
€2 on inkonsistentti ja absoluuttisesti ddreton

moninaisuus.38

Teoreema B: Kaikkien N-lukujen systeemi RN
muodostaa suuruusjérjestyksessd systeemin €2
ja on siten inkonsistentti ja absoluuttisesti dére-

ton moninaisuus.39

Tiassd kohden on huomattava, ettid kardinaalilu-
vut voidaan maédritelld jarjestyslukujen avulla

seuraavasti: Jos joukko A voidaan hyvinjirjes-

tdd, niin silloin hyvinjérjestetty joukko (A, <)
on isomorfinen jonkin jirjestysluvun a kanssa.
Télloin on olemassa pienin jirjestysluku a, joka

on joukon A kardinaaliluku |A | .40

Teoreema A tunnetaan Burali-Forti —paradoksi-
na,*! jonka Saarnio esittdd lyhyesti seuraavasti:
Ajatellaan, ettd kaikki ddrelliset ja dédrettomaét —
toisin sanoen finiittiset ja transfiniittiset — jarjes-
tysluvut on jirjestetty suuruusjirjestykseen.
Tami jéirjestys on hyvinjirjestys. Koska kaik-
kien jdrjestyslukujen jono on hyvinjirjestetty
jono, niin tidytyy olla olemassa jirjestysluku,
joko on tdmén hyvinjdrjestetyn jonon jirjestys-
tyyppi. Olkoon tdmi jirjestysluku ¢. Jarjestys-
luku @ olisi siis suurempi kuin jokainen jérjes-
tysluku, koska olettamuksen mukaan jokainen
jarjestysluku kuuluu kaikkien jirjestyslukujen
suuruusjérjestyksessd olevaan jonoon. Luku ¢
olisi siis jérjestysluku, joka ei voi kuulua kaik-
kien jarjestyslukujen joukkoon, jolloin se ei voi
olla finiittinen jérjestysluku eiké transfiniittinen

jarjestysluku .42

35 Cantor 1932, 445: “[E]ine inkonsistente, eine absolute unendliche Vielheit.”

36 Cantor 1932, 174, 205: “Infinitum actu non datur.”

37 Cantor 1932, 176: “Omnia seu finita seu infinita definita sunt et excepto Deo ab intellectu determinari possunt.”

38 Cantor 1932, 445.
39 Cantor 1932, 446.

40 Tama edellyttaa valinta-aksiooman, joka on ekvivalentti lauseen: “jokainen joukko voidaan hyvinjarjestaa.” kanssa.
41 Cesare Burali-Forti (1861-1931) oli ensimmainen matemaatikko, joka julkaisi transfiniiittiseen joukko-oppiin katkey-
tyvan paradoksin artikkelissaan "Una questionione sui numeri transfiniti" vuonna 1897. Han huomasi, etté kaikkien
ordinaalilukujen Q hyvinjarjestetylla jonolla on oltava vastaava ordinaaliluku 8, joka on suurempi kuin kaikkien Q:n
edustama joukko. Koska Q:n oli tarkoitus sisaltda kaikki ordinaaliluvut, se ei voinut jattaa s pois, ja siten § < 5, mika
on mahdotonta. Ratkaisuna tdhan Burali-Forti ehdotti ordinaalilukujen vertailukelpoisuuden hylkdamist3; eli jos an-
netaan kaksi ordinaalilukua a ja 5, niin ei aina ole totta, ettd vahintdan yksi suhteista a < ga = g, a > p patee, ibid.
Toisin sanoen, Burali-Forti ehdotti luopumista yhdesté valinta-aksiooman muodoista.

42 Saarnio 1969, 450. Oletetaan, ettd daretonta ei olisi olemassa ja olisi olemassa vain aarellisia jarjestyslukuja. Tal-
16in kaikkien aarellisten jarjestyslukujen jarjestysluku k olisi jokaista aarellista jarjestyslukua suurempi. Koska aareton-
ta ei olisi olemassa, niin k olisi darellinen jarjestysluku, joka tulisi olla myds itseddn suurempi, mika on ristiriita, Saar-
nio 1969, 451,452.
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Teoreeman B Saarnio puolestaan esittdd lyhyes- ddretdn tai ristiriitainen moninaisuus (absolut
ti seuraavasti: Muodostetaan kaikkien finiittis- unendliche oder inkonsistente Vielheit), jota ei
ten ja transfiniittisten kardinaalilukujen joukko. voida ajatella kokonaisuutena ilman ristiriitai-
Tidssd joukossa el ole suurinta lukua, vaan jo- suuksia. Jos jotakin moninaisuuden muodosta-
kainen luku on eriditd muita lukuja pienempi. maa kokonaisuutta voidaan ajatella ilman risti-
Télld joukolla ei siis voi olla suurinta lukua. riitaa, rajattuna kokonaisuutena, eli “yhtend” ja
Kaikkien kardinaalilukujen summa olisi nailld ne voidaan koota yhteen “yhdeksi olioksi”, niin
ehdoilla jokaista kardinaalilukua suurempi.3 Cantor kutsuu sitd ristiriidattomaksi moninai-
Jos timd summa olisi itse erds transfiniittinen suudeksi (konsistente Vielheit) tai “joukoksi”
kardinaaliluku, niin sen tédytyisi olla itsedin (Menge) A6 Niin Cantorin tietoteoreettisesta kri-
suurempi, mikd on ristiriita.* teeristi sen maddrittimiseksi, muodostavatko

jotkut moninaisuudet yhden vai eivit, seuraa,

ettd esimerkiksi Burali-Forti paradoksi on rat-
CANTORIN JA SAARNION TIETOTEO-

REETTISET RATKAISUT

kaistavissa: suurinta jirjestyslukua ei ole ole-
massa.4’
Teoreemojen A ja B muodostamat paradoksit

Saarnion tulkinta molempiin ristiriitoihin on

eivdt huolestuttaneet Georg Cantoria, koska ha- niin ikédén tietoteoreettinen. Samoin kuin Can-

nen kisityksensd joukosta oli tietoteoreettinen: tor, Saarnio katsoo kyseisten ristiriitojen olevan

“Joukko on miké tahansa monta, joka voidaan loogisi . . . .

oogisia paradokseja, jotka voidaan ratkaista.
ajatella yhdeksi,” josta ristiriitaa ei seuraa.*
Richard Dedekindille (1831-1916) ldhettdmis-

sddn kirjeessdédn 28.7.1899 Cantor kirjoitti, ettid

Toisaalta, Saarnio mukaan ne muodostavat kui-
tenkin tietoteoreettisen antinomian, samalla ta-
valla kuin Immanuel Kantin Kritik der reinen

Jarjestyslukujen  systeemi €2 on Absoluuttisen Vernunft-teoksessa esittdmd ensimmdinen,

43 Taman lauseen taustalla on teoreema, jonka Saarnio esittda ilman todistusta, Saarnio 1969, 161. Teoreema: Jos K
on transfiniittisten kardinaalilukujen joukko, jossa ei ole suurinta alkiota, niin on olemassa kardinaaliluku, joka on
kaikkien joukon K alkioiden summa ja jokaista joukon K alkiota suurempi. Toisin sanoen, ei ole olemassa suurinta
kardinaalilukua. Todistuksen télle teoreemalle voi |0ytaa esimerkiksi Saarnionkin lahteenaan kayttdmasta teoksesta
Kampke 1950, 35, Teoreema 4.

44 Saarnio 1969, 453. Kaikkien finiittisten kardinaalilukujen summa ei niin ikdan voi olla finiittinen kardinaaliluku,
ibid., 1969, 453

45 Ks. Menzel, 1984.
46 Cantor 1932, 443.

47 Ensimmaisen aksiomaattisen esityksen joukko-opista esitti Ernst Zermelo (1871-1953) artikkelissaan “Untersuc-
hungen Uber die Grundlagen der Mengenlehre. |,” Zermelo 1908, 261-281. Tassa artikkelissa Zermelo esittaa Erotte-
luaksiooman (Axiom der Aussonderung): Milloin propositionaalinen funktio P (x) on maéritelty kaikille joukon M al-
kioille ,niin joukolla M on osajoukko Mp, joka sisaltaa tarkalleen ne joukon M alkiot, joille P (x) on tosi. Taman aksioo-
man tarkoituksena oli rajoittaa joukkojen muodostusta niin, ettei paradoksaalisia joukkoja, kuten kaikkien joukkojen
joukkoa, voi muodostaa
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kosmologinen antinomia,*® joka pysyy periaat- sanotut “dynaamiset” antinomiat, hin katsoi
teessa ihmisilylle ratkaisemattomana. Niin ol- molempien vastakkaisten viitteiden olevan to-
len Saarnion tekee eron ristiriidan, paradoksin sia.>0

ja antinomian vililld. Ristiriidassa (“contra” + Kysyttiessd, voidaanko muodostaa kaikkien

dictus”) kaksi viitetti eivit voi olla molem- kardinaalilukujen tai vastaavasti kaikkien jir-

mat samanaikaisesti tosia, eivitkd samanaikai- . L . .
jestyslukujen joukko, joudumme Saarnion mu-

sesti epidtosia. Loogisissa paradokseissa . 11 e
p & p kaan kaiken @drellisen ja &dédrettOmén tietoteo-

(“para” + "doxa”) puolestaan kaksi viitettd reettiselle rajalle. Kidytimme kaikki—kategoriaa

ndyttdvit ensin olevan ristiriidassa toistensa T, T . N
siind, misséd totaliteetin sijalla on idea timén

kanssa, mutta jatkotutkimuksissa ristiriita voi- - . .
sanan siind merkityksessd, jonka Immanuel

daan kuitenkin ratkaista. Koska teoreemat A ja Kant sen sille antoi.5! Tami idea, “kaikki kar-

B ovat Saarnion mukaan loogisia paradokseja, dinaali- ja jrjestysluvut”, on meille vilttim-

ne voidaan hinen mukaansa ratkaista Bertrand e o . )
ton. Juuri timén transsendentaalisen idean avul-

Russellin (1872-1970) tyyppiteorian avulla® la ja vain sen avulla olemme kykenevid sano-

Sen sijaan tietoteoreettisissa antinomioissa o esen . e
maan, ettd titd ideaa ei vastaa mikédédn joukko.

“anti” + “nomos”) kaksi viitettd ovat ja jaavat v . .
( ) Ja] Tam3i idea muodostaa Saarnion mukaan eridilla

ristiriitaisiksi, eivitkd mitkédédn jatkotutkimukset . - U, .
tavalla negaation disjunktiosta: “ddrellinen tai

voi sitd jirkiperdisesti tai loogisesti ratkaista. e ey e Do st
adreton”, jolloin siis saadaan: “ei &direllinen

Tdlloin antinomioissa joko molempia viitteitéd ) s s yaso
eikd ddreton.

pidetdiin totena tai molempia viitteitd pidetdin

epitosina. Esimerkiksi Kantin esittimistd nel- Kaikkien kardinaali- jajarjestyslukujen idea

jastd antinomiasta kaksi ensimmaéisté, niin sano- perustuu kaikki-kategoriaan, toisin kuin joukon
2

tut “matemaattiset” antinomiat, Kant katsoi mo- Kasite, jolloin se sisdltdd tietyn antinomian.

) ) e . .. Saarnion mukaan emme voi sanoa, ettd tdmai
lempien vastakkaisten viitteiden olevan epito-

. . . idea olisi “mieleton” tavallisen loogisen ristirii-
sia, kun taas kolmannessa ja neljdnnessd, niin

dan mielessd ja jonka voisimme hyldtd, vaan

48 Kosmologinen antinomia: Teesi A: Maailmalla on alku ajassa, ja se on avaruudeltaan rajallinen, ja Teesi B: Maail-
malla ei ole alkua eika rajoja avaruudessa, vaan se on seké ajallisesti ettd avaruudellisesti dareton, Kant 1781/1787, A
426-433 / B 454-461, ja jotka Kantin mukaan ovat molemmat epétosia, ibid. A 522-527 / B 550-555.

49 Saarnio 1969, 454, 455.

50 Kant 1781/1787, A 528-532 / B 556-560.

51 Teoreemat A ja B tulisi Saarnion mukaan siten tulkita tietoteoreettisesti samoin kuin Kant ratkaisee ensimmaisen
kosmologisen antinomiansa seuraavasti: Kantin mukaan ymmarrys voidaan kasittaa kyvyksi tehda arvostelmia, Kant
1781/1787, A 69 / B 94. Kun arvostelmasta abstrahoidaan kaikki sisaltd ja huomio kiinnittyy pelkdstaan ymmarryksen
muotoon, niin arvostelmien kvantiteetissa ajattelu sisaltda kolme momenttia: universaalinen, partikulaarinen ja sin-
gulaarinen, ibid., A 70 / B 95. Kvantiteetti puolestaan muodostuu kolmesta puhtaasta synteettisesta kasitteesta, jot-
ka sisaltyvat ymmarrykseen a priori: ykseys, moneus ja kaikkeus, ibid., A 80 / B 106. Nyt kosmologinen antinomia
seuraa, kun maailmaa ajatellaan rajoitetuksi kokonaisuudeksi, kaikkeudeksi, ibid., A 522-527 / B 550-555.

52 Saarnio 1969, 161, 162.

53 Saarnio 1969, 162. Tosin tdssa kohden Saarnio kirjoittaa selvasti virheellisesti:“Idea ei perustu kaikki-kategoriaan,
kuten joukon kasite, vaan se sisaltaa, kuten kaikki transsendentaaliset ideat tietyn antinomian.”
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tamd idea on meille vilttiméton ja a priori ant- seksi dédrettoméksi, saa tietoteoreettisen ratkai-
roposentriselle jirjelle annettu transsendentaa- sunsa sekd Cantorilta itseltddn etti Uuno Saar-
linen idea. Vaikeus on tietoteoreettinen, joka ei niolta. Cantorin tietoteoreettinen ratkaisu seuraa
koske itse asiaa, kuten kardinaali- tai jirjestys- hidnen joukon mdéritelméstddan: “Joukko on
lukujen matemaattista késitettd, vaan ihmisen mikd tahansa monta, joka voidaan ajatella yh-
kisityskykyéa (Verstandesvermdgen) periaatteel- deksi,” josta ristiriitaa ei seuraa; toisin sanoen,
lisesti. Thmiselld ei Saarnion mukaan ole muuta el ole olemassa suurinta kardinaalilukua eiké
keinoa kuin kayttdd Kantin kvantiteetin katego- myd6skédin jarjestyslukua. Lisidksi, Cantorin mu-
rian kaikkia kolmea momenttia, nimittdin kaik- kaan Absoluuttinen ddreton on rinnastettavissa
keus, moneus ja ykseys > Jumalaan, eikd sen tutkiminen nidin kuulu var-

. .. sinaisesti enda matematiikan alaan.
Nidin Saarnion mukaan on todettava, etti on

olemassa “asioita” (res), jotka oikeastaan kuu- Saarnion ratkaisu puolestaan pohjautuu Imma-
luvat luvun késitteen alaan ja jotka samalla ei- nuel Kantin tietoteoriaan, jolloin kaikkien kar-
vit kuulu luvun késitteen alaan; siis antinomia. dinaali- ja jarjestyslukujen ideat perustuvat
On siis olemassa “asioita”, jotka koskettavat kaikki—kategoriaan, toisin kuin joukon kisite.
voimakkaasti antroposentrisen tietokyvyn tieto- Ndméd ideat puolestaan ovat kisitteellisiné
teoreettista ddrimmaistd rajaa ja jotka antavat ideoina meille vilttiméttomid ja a priori antro-
meididn aavistaa jotakin transsendentaalisista posentriselle jdrjelle annettuja transsendentaali-
tekijoistd. Samalla ne aina muistuttavat tietoky- sia ideoita, joita ei vastaa mikdidn joukko.
kymme rajoista.5> Transsendentaalisina ideoina ne sisdltdvét tietyn

antinomian, jotka ovat toisaalta ontologisia ja
toisaalta tietoteoreettisia tosiasioita, joiden pe-
LOPUKSI rusteella ihminen péittelee transsendentin ole-
Georg Cantorin alulle paneman joukko-opin massaolon.56 57
synty ja Cantorin siind l0ytdmét paradoksit, jot-
ka koskivat kaikkien kardinaali- ja jérjestyslu-

kujen “joukkoa”, jota Cantor kutsui Absoluutti-

54 Saarnio 1969, 276.

55 Saarnio 1969, 162. Mita tieddamme aarettdmasta? -teoksen Burali-Fortin antinomia koskevan luvun motoksi Saarnio
on valinnut opettajansa Eino Kailan (1890-1958) sanoman: “Immanuel Kantin noumenonin kasitteen merkitys on
siina, ettd se aina muistuttaa meita, ettd tietomme on rajoitettu,” ibid., 450. On huomattava, kun Saarnio puhuu
“antroposentrisestd puhtaan jarjen ideasta” on kyseessé selvéasti kantilainen tietoteoreettinen kasitys transsenden-
tista. Kun Saarnio kirjoittaa adrettdoman olemassaolosta, on kyseessa platonilainen ontologinen késitys transsenden-
tista.

56 On huomattava, kun Saarnio kirjoittaa “antroposentrisestd puhtaan jarjen ideasta,” on kyseessa selvasti kantilai-
nen tietoteoreettinen kasitys transsendentista. Kun Saarnio kirjoittaa “darettdman olemassaolosta,” on kyseessa pla-
tonilainen ontologinen kasitys transsendentista.

57 Omistan taman artikkelin matematiikan emeritusprofessori Magnus Steinbyn (1941-1921) muistolle. Olen kiitollinen
héaneltd saamistani rakentavista kommenteista, kannustuksesta ja ystavyydesta

25



ARKHIMEDES 2/2022

Léihdeluettelo:

Akvinolainen, T., ca. 1273: Summa Theologiae.
London: Eyre & Spottiswoode; New York:
McGraw-Hill for Blackfriars. 1964.

Bolzano, B., 1851: Paradoxien des Unendlic-
hen. Leipzig: Reclam.

Burali-Forti, C., 1897: “Una questione sui nu-
meri transfiniti.” Rendiconte del Circolo mat-
hematic di Palermo 11, 154-164. Englanninkie-
linen ké4nnds J. van Heijenoort: A question on
transfinite numbers, teoksessa From Frege to
Godel: A Source Book in Mathematical Logic,
1870—-1931. Toim. J. van Heijenoort. Cambrid-
ge, Mass.: Harvard University Press, 1967,
104-111.

Cantor, G., 1932: Gesammelte Abhandlungen
mathematischen und philosophischen Inhalts.
Toim. E. Zermelo. Berlin: Springer; uusinta
painos vuonna 1962. Hildesheim: Olms.

Cross, R., 1999: Duns Scotus. New York, Ox-
ford: Oxford University Press.

Dauben, J. W., 1979: Georg Cantor: His Mat-
hematics and Philosophy of Infinity. Princeton,
New Jersey: Princeton University Press.

Galilei, G., 1914: Dialogues Concerning Two
New Sciences. Kéantineet italiasta ja latinasta
englanniksi Henry Crew ja Alfonso de Salvio.
Johdanto Antonio Favaro. = Ensimmdinen jul-
kaisu 1638. Ensimmdiinen kdidnnds englanniksi
Macmillan, /914. New York: Dover.

Hallett, M., 1984: Cantorian Set Theory and
Limitation of Size. Oxford: Clarendon Press.

Jech, T., 2003: Set Theory. The Third Millenium
Edition, Revised and Expanded. Berlin et al.:
Springer.

26

Kampke, E., 1950: Theory of Sets. New York:
Dover.

Kant, 1., 1781/1787: Puhtaan jdirjen kritiikki.
Suom. M. Nikkarla ja K. Ranta. Tyoéryhmén
johtaja O. Koistinen. Helsinki: Gaudeamus,
2013.

Menzel, C., 1984: “Cantor and the Burali-Forti
Paradox.” The Monist 67 (1):92-107.

Moore, G. H., 1982: Zermelo’s Axiom of
Choice: Its Origins, Development, & Influence.
New York: Springer-Verlag.

Murdorch, J. E., 1982: “Infinity and
continuity.” The Cambridge History of Later
Medieval Philosophy. Toim. N. Kretzmann, A.
Kenny ja J. Pinnborg. Cambridge etc.: Cam-
bridge University Press, 564-591.

Murdorch, J. E., 2009: “Beyond Aristotle: Indi-
visibles and Infinite Divisibility in the Later
Middle Ages. "Atomism in Late Medieval Phi-
losophy and Theology. Leiden, Boston: Brill,
15-38.

Miihlenberg, E., 1961: Die Unendlichkeit Got-
tes bei Gregor von Nyssa: Gregors Kritik am
Gottesbegriff der klassischen Metaphysik.
Forschungen zur Kirchen- und Dogmen-
geschichte Band 16. Géttingen: Vandenhoeck &
Ruprecht.

Palomaki, J., 2002a: “Uuno Saarnio — ominta-
keinen filosofi.” Tieteessd tapahtuu 6, 15-20.

Palomiki, J., 2002b: “Aéretdn transsendentti
Jumala”. Teologinen Aikakauskirja 4, 354-360.

Rittbeg, C. J., 2015: “How Woodin changed his
mind: new thoughts on the Continuum Hypot-

hesis.” Archive for History of Exact Sciences
69, No. 2., 125-151.



ARKHIMEDES 2/2022

Rucker, R., 1982: Infinity and the Mind: The
Science and Philosophy of the Infinite. Boston,
Basel, Stuttgart: Birkhéduser.

Russell, R. J., 2008: Cosmology: From Alpha to
Omega. Minneapolis: Fortress Press.

Saarnio, U., 1958: Das System und Darstellung
der transfiniten Ordnungszahlen mit hilfe der
Héheren Rechenoperationen. Mit Einflihrung
von Prof. Dr. Heinrich Behmann. Helsinki: Ge-
sellschaft fiir Logik und Thre Anwendungen.

Saarnio, U., 1968: “Eine konstruktive Darstel-
lung fiir die Richtigkeit der Kontinuumshypot-
hese,” Mathematische Annalen 178, 335-353.

Saarnio, U., 1969: Mitd tieddmme ddrettomdis-
ta? Porvoo: WSOY.

Wolter, A. B., 1947: “Duns Scotus on the Natu-
re of Man’s Knowledge of God,” Review of
Metaphysics 1, 3-36.

Woodin, W. H., 2001: “The Continuum Hypot-
hesis, Part 1 & II,” Notices of the American
Mathematical Society, Vol. 48, 567-576, 681—
690.

Zermelo, E., 1908: “Untersuchungen iiber die
Grundlagen der Mengenlehre. 1.” Mathema-
tische Annalen 65, 261-281. Englanninkielinen
kddnnos Stefan Mauer-Mengelberg: Investiga-
tions in the foundations of set theory I, teokses-
sa From Frege to Godel: A Source Book in
Mathematical Logic, 1870—1931. Toim. J. van
Heijenoort. Cambridge, Mass.: Harvard Uni-
versity Press, 1967, 200-215.

27



ARKHIMEDES 2/2022

TARVITAANKO JOUKKO-OPPIA (ENAA)?

Jukka Tuomela

Fysiikan ja matematiikan laitos, Itd-Suomen yliopisto

JOUKKO-OPIN NOUSU JA ...

eorg Cantorin luoma joukko-oppi on
G tullut niin vakiintuneeksi osaksi ma-
tematiikkaa, ettd nykyddn on ehkd vaikea
kuvitella, miten joukko-oppi ja sithen liitty-
vit kysymykset aiheuttivat kovia riitoja ma-
temaatikkojen keskuudessa 1800-luvun lo-
pulla ja 1900-luvun alussa. Ennen Cantoria
oli viltetty dédrettdmyyden kisitteen suoraa
tutkimista, mutta kun Cantor osoitti, ettd on
olemassa erilaisia &ddrettomyyden asteita,
niin kysymysté ei endd noin vain voinut la-
kaista maton alle. Tunnetusti Cantorin teo-
riassa oli ongelmia, jotka myds joukko-opin
kannattajat myonsivit. Jostain syystd ei pu-
huttu ristiriidoista, ehkd sitd pidettiin liian
repivind, vaan kaytettiin termejd antinomi
ja paradoksi.

Lopulta sitten Zermelo ja Fraenkl rakensi-
vat aksioomasysteemin, joka on edelleen
joukko-opin standardi versio: on tapana pu-
hua ZFC-systeemistd, missd C viittaa valin-
ta-aksioomaan. Adirettdmien joukkojen
asema jdi kuitenkin vaivaamaan. Yksi ak-
sioomistahan sanoo, ettd darettomid joukko-

ja on olemassa. Perinteisesti aksioomien
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haluttiin olevan mahdollisimman itses-
tddnselvid”, mutta voiko mitddn ddrettdméan
kisitteeseen liittyvaa pitdd itsestddnselvani?
Tdhén ongelmaan tarjottiin kahta vastausta:
konstruktivisimi, johon palataan hiukan
my6hemmin, ja etenkin David Hilbertin
ajama ndkemys, jota sitten ruvettiin kutsu-

maan formalismiksi.

Hilbertin idea oli, ettd pitéisi olla jokin sys-
teemi, jossa ei suoraan vedottaisi ddretto-
myyteen, mutta jonka puitteissa kuitenkin
voitaisiin kéyttdd niitd tuloksia “joihin on
totuttu” (Davis, P. , Hersh, R., 1980):
The goal of my theory is to establish
once and for all the certitude of mathe-
matical methods [...]. The present state
of affairs where we run up against the
paradoxes is intolerable. [...] If mathe-
matical thinking is defective, where are
we to find truth and certitude?

Tavallaan matemaatikot yrittivét paroni von
Miinchhausenin esimerkkid noudattaen ve-
tdd itsensd ylos suosta saappaanvarsista.
Ehkd Miinchhausenin tarinat olivat Hilber-

tin mielilukemistoa.
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Joka tapauksessa Hilbertin unelma varmuu-
desta romahti, kun Kurt Godel julkaisi kuu-
luisat epatdydellisyystuloksensa. Nama tu-
lokset osoittivat, ettd matematiikan perus-
teilta oli alun perin vaadittu aivan liikaa, ja
piti tyytyd vahempédin. Matematiikan perus-
teitten pohtiminen vdheni merkittdvésti,
koska ei ollut oikein selkedd ndkemysta,
mihin suuntaan edetd. John (Janos) von
Neumann kommentoi Gddelin tuloksia seu-
raavasti (von Neumann, 1947).

I think that it [the controversy about
foundations of mathematics] constitutes
the best caution against taking the im-
movable rigour of mathematics too much
for granted. This happened in our own
lifetime, and I know myself how humi-
liatingly easily my own views regarding
the absolute mathematical truth changed
during this episode, and how they chan-

ged three times in succession!

Toisaalta Godelin tulokset olivat erittdin
hedelmallisid matemaattisen logiikan kan-
nalta, ja matemaattinen logiikkahan on
Siité
kuitenkin tuli ikd&n kuin normaali tutki-

edelleenkin aktiivinen tutkimusala.

musala, kuten vaikkapa kommutatiivinen
algebra. Godelin jdlkeisen ajan tyypillisen
matemaatikon suhdetta matematiikan perus-
teisiin Davis ja Hersh kuvaavat ndin (Davis,
P., Hersh, R., 1980):

the typical working mathematician is a
Platonist on weekdays and a formalist
on Sundays. That is, when he is doing
mathematics he is convinced that he is
dealing with an objective reality whose
properties he is attempting to determine.
But then, when challenged to give a phi-
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losophical account of this reality, he
finds it easiest to pretend that he does
not believe in it after all.

Toisaalta Hilbert itsekin toimi niin: ylla
olevassa lainauksessa Hilbert kdytti sanaa
totuus. Tdméa sana on kuitenkin mielekés

vain Platonistisessa ndkemyksessa.

Mielenkiintoinen tapaus on myos Bourbaki-
ryhmén suhde joukko-oppiin. Voisihan ku-
vitella, ettd Bourbaki olisi pitdnyt joukko-
oppia erityisen tdrkeénd, koska Bourbakin
ideologiaan kuului, ettd ldhdetdédn liikkeelle
selkeistd aksioomista joiden péédlle sitten
matematiikka rakennetaan. Todellisuudessa
joukko-oppi ei kiinnostanut Bourbakia
(Mashaal, 2017):

ce livre (théorie des ensembles) a été
rédigé avec peine et sans plaisir, mais il
fallait le faire.

Joukko-opin kirjoittaminen oli tuskallista,
mutta se oli pakko tehda.

Toisin sanoen ideologisista syistd kirjasar-
jalla piti olla jokin alkupiste, vaikka hyvin
tiedettiin, ettd silld e1 ollut varsinaista mer-
kitystd jatkon kannalta. Bourbakin joukko-
oppi olikin alussa (1939) vain kokoelma
tuloksia ja “varsinainen” joukko-opin kirja
julkaistiin vasta 1954. Bourbakin joukko-
opin kirjaa onkin kritisoitu paljon, ja eris-
kin ranskalainen matemaatikko, joka ym-
marrettdvistd syistd halusi esiintyd nimet-
toménd, suositteli teoksen heittdmistd ros-
kikseen (Ces chapitres sont a jeter a la pou-
belle) (Mashaal, 2017).

Jean Dieudonné (yksi Bourbaki-ryhmin
perustajajésenistd), joka tunnetusti oli suo-

rapuheinen, sanoo ndin (Dieudonné, 1982):
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Les philosophes et logiciens ont une
tendance, parfaitement naturelle et
excusable, a croire que les mathéma-
ticiens s'interessent beaucoup a ce qu'ils
font.
95% de mathématiciens se moquent

Detrompez-les, ce n'est pas vrai:

éperdumment de ce que peuvent tous les
logiciens et tous les philosophes.

Filosofit ja loogikot luulevat, ettd matemaa-
tikot olisivat kiinnostuneita heidén tdistién.
Tédmai ei ole totta: 95% matemaatikoista ei
voisi olla vdhempdd kiinnostuneita siita,
mité loogikot ja filosofit tekevit.

Dieudonnén kirjoituksen nimi on muuten
Mathématiques vides et mathématiques
significatives, jonka voisi kddntda vaikkapa
seuraavasti: Tyhjdnpéivéistd matematiikkaa
ja merkityksellistd matematiikkaa. Lukija
varmaan téssd vaiheessa jo arvaa kumpaan
kategoriaan logiikka ja joukko-oppi sijoit-
tuu. Kuitenkin jos unohdetaan Dieudonnén
provosoiva sdvy, niin mielestdni hdn vain
toteaa saman, minkd jo edelld sanoin: ma-
temaattisesta logiikasta on tullut “tavalli-
nen” tutkimusala, jonka tuloksilla ei auto-
maattisesti ole merkitystd oman alan ulko-
puolella.

Dieudonné antaa kaksikin syytd sille, ettd
joukko-oppi ei ole niin tirkedd kuin voisi
kuvitella. Ensinnédkin eihdn tutkimuksissa
oikeasti lahdetd liikkeelle matematiikan pe-
rusteista vaan aivan jostain muusta. Jos sit-
ten havaitaan, ettd jokin asia ei toimi ZFC-
systeemin puitteissa, niin sitten voikin olla
jarkevdd muokata joukko-oppia siten, ettd
haluttu tulos saadaan voimaan. Esimerkkini
Dieudonné antaa mitattomat joukot R":ssé,
jotka ovat pelkkd tekninen kiusa. Olisi pal-
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jon kétevampaii, jos kaikki joukot olisivat
mitallisia; ndin voidaankin olettaa, jos luo-
vutaan yleisestd valinta-aksioomasta. Nu-
meroituva valinta voidaan kuitenkin olettaa,
ja Dieudonnén mielestd tdmi riittdd kaik-
keen jiarkevddn matematiikkaan. Tim

Gowers ilmaisee asian nédin (Gowers):

Not every function is measurable but all
the ones that you might actually want to
integrate are.

Toisin sanoen mitattomat joukot ja funktiot
ovat vain seurausta valinta-aksiooman "hol-
tittomasta” kaytostd, eikd niitd esiinny mis-
sddn “luonnollisessa” ongelmassa. Gowers
antaa myos esimerkin Ramseyn teoriaan
liittyvdstd lauseesta, jossa esiintyy saman-

tyyppinen tilanne.

The statement is false [...] because it is
quite easy to use the axiom of choice to
build a counterexample. But there are
many mathematical contexts [... where
...] the result is true. In fact, there is a
precise theorem [...] which comes close
to saying that the only counterexamples
are ridiculous ones cooked up using the
axiom of choice.

Toinen syy on, ettei ole pelkéstdén yhta
joukko-oppia, vaan voidaan helposti raken-
taa erilaisia joukko-oppeja, ehki jopa &éret-
tomédn monta erilaista. Mikd ndistd olisi
"luonnollisin"? Dieudonné ottaa esimerkiksi
kontinuumihypoteesin. Godel ja Paul Co-
hen osoittivat, ettd kontinuumihypoteesi on
riippumaton muista joukko-opin aksioomis-
ta, joten se voitaisiin lisdtd sinne, tai jokin
sen '"negaatioista". Dieudonnén mielestd
tdmd ei kuitenkaan ole kiinnostavaa, vaan

tuloksen merkitys on nimenomaan siind,
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ettei matemaatikkojen endé tarvitse vaivata
paitadn talld karsealla (abominable) ja lo-
pulta merkityksettomédlld ongelmalla.
Gowers puolestaan kertoo, ettd hinen via-

ton Platonisminsa paattyi tdhén:

I can date my own conversion from an
unthinking childhood Platonism from
the moment when I learnt that the conti-
nuum hypothesis was independent of
the other axioms of set theory.

KONSTRUKTIVISMI, EPASTAN-
DARDI ANALYYSI JA KATEGORIAT

ZFC-standardista on muutamia muunnel-
mia, jotka ovat omalla tavallaan térkeita.
Edelld jo oli puhetta, ettd ddrettdmyyden
ongelmaan tarjottiin toisenlaista ratkaisua,
jota on tapana kutsua konstruktivismiksi.
Téassd siis ddrettomid joukkoa ei sallittu, ja
kuten Hilbert ja muut huomasivat, niin hy-
vin monet asiat, joihin oli totuttu, olisi pita-
nyt joko hyldtd tai ainakin muotoilla hyvin
eri tavalla kuin ennen. Konstruktivismin
tunnetuin edustaja oli alussa L. E. J.

Brouwer. Errett Bishop sitten 60-luvulla
julkaisi tunnetun kirjan konstruktiivisesti
analyysistd (Bishop, 1967) , mutta kon-
struktivismin asema on ollut matematiikas-
sa marginaalinen. On ajateltu Hilbertin ta-
voin, ettd kaikenlaisesta kivasta pitdisi luo-
pua, jos ruvettaisiin tekemddn matematiik-
kaa konstruktiivisesti. Asia ei kuitenkaan
taida olla ndin yksioikoinen. Mielenkiintoi-
sesti Andrej Bauer (Bauer, 2017) kéantia
asetelman toisinpdin: hinen mukaansa kon-
struktivismi ei sulje ovia vaan pdinvastoin

avaa uusia mahdollisuuksia. Esimerkkind
hén antoi tapauksen, jossa tietyssi joukossa
ei ollut pisteitd mutta sielli oli mestoja
(locale)8. Perinteisen joukko-opin kannalta
siis kyseessd oli tyhjd joukko. Mutta toisen-
laisen joukko-opin mukaan se vain oli
"asumaton" (uninhabited). Mestojen avulla
voidaan myd0s ratkaista mitallisuusongelma:

if we use locales instead of spaces, we
can have both, the axiom of choice and
an isometry-invariant measure on all
sublocales of Rn, which agrees with the
Lebesgue measure on the measurable
sets.

Myos epdstandardi analyysi voidaan tulkin-
ta erddnlaiseksi ZFC-systeemin muunnel-
maksi. Erityisen selvd timd on Nelsonin
muotoilemassa sisdjoukko-opissa (internal
set theory) (Nelson, 1977). Nelson yksin-
kertaisesti lisdd ZFC-aksioomiin muutaman
lisdaksiooman, joitten avulla infinitesimaa-
lit voidaan ottaa kayttoon. Tamin jilkeen
voidaan osoittaa, ettd jos ZFC-systeemi on
ristiriidaton, niin myds sisdjoukko-oppi on
ristiriidaton. Toisin sanoen infinitesimaaleja
voidaan kéyttda siind missé reaalilukujakin.

Tunnetusti my0s kategoriateoriassa tavalli-
nen joukko-oppi ei riitd vaan pitdd ldhted
muulta pohjalta liikkeelle. Kuitenkin ehké
paillisin puolin voisi ajatella, ettd katego-
riateoriassa vain "vdhdn" laajennetaan jou-
kon késitettd, mutta tdmé laajennus on pi-
kemminkin tekninen riesa eika itse katego-

riateorian keskeinen asia.

Kaiken kaikkiaan siis joukko-oppi, tai tar-
kemmin ZFC-systeemi, on sdilyttinyt ase-

58 En tieda mita locale on tai pitaisi olla suomeksi, mutta minusta mesta kuulostaa hyvalta.
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mansa tai ainakin maineensa erddnlaisena
matematiikan perustana, vaikka hyvin tie-
detddn, ettd sen merkitys ei ole lopulta niin
iso kuin voisi kuvitella. Tietysti alkeisjouk-
ko-opin merkinnét ja kdytdnnot ovat sinédn-
sd hyodyllisid, ja kun vuosikymmenien ai-
kana niihin on totuttu, niin tuntuisi vaikeal-
ta luopua niistd. Miten muuten asiat sitten
voisi ilmaista kuin joukko-opin avulla? Ol-
koon x € C R"; tdmaéntapaisia kaavoja
esiintyy lukemattomissa yhteyksissd. Entd
jos R" ei olisikaan joukko, miten tdimé aja-

tus pitdisi ilmaista? Gowers sanoo néin:

Is the set-theoretic language dispensable
to an ordinary mathematician? I think it
often is, but I wouldn't want to go too
far - after all, I would certainly feel
hampered if [ couldn't use it myself.

Luonnollisesti tirkedmpi kysymys on miksi
joukko-opista ja sen merkinnoistd ylipaa-
tadn pitdisi luopua, jos ei ole mitién erityis-
td tarvetta sithen? Voevodskyn mielesti tar-
vetta kuitenkin oli.

VOEVODSKYN EREHDYS JA HUOLI

Vladimir Voevodsky sai Fieldsin mitalin
vuonna 2002 homotopiateorioihin liittyvista
toistd. Voevodsky kiinnostui 90-luvun lo-
pulla todistusassistenteista, koska tietyissi
hénen tutkimuksensa kannalta tirkeissa to-
distuksissa oli virheitd ja epéselvyyksi.
Voevodsky kertoo kiinnostuksensa taustois-
ta seuraavasti (Voevodsky, 2014):

The field of motivic cohomology was
considered at that time [1991] to be
highly speculative and lacking firm
foundation. The groundbreaking 1986
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paper (Bloch, 1986) was [...] found [...]
to contain a mistake in the proof of
Lemma 1.1. The proof could not be
fixed, and almost all of the claims of the
paper were left unsubstantiated.

A new proof, which replaced one para-
graph from the original paper by thirty
pages of complex arguments, was not
made public until 1993, and it took
many more years for it to be accepted as
correct.

The approach to motivic cohomology
that [...] circumvented Bloch’s lemma
by relying instead on (Voevodsky,
2000) which was written [...] in 1992—
93. Only in 1999-2000 [...] did I disco-
ver that the proof of a key lemma [...]
contained a mistake [...]. A corrected
sequence of arguments was published in

2006.

Blochin artikkelin julkaisemisen jilkeen
kesti siis parikymmentd vuotta ennen kuin
asiaan saatiin selvyys. Borgdin mielestd
tdmd on erds esimerkki erdénlaisesta refe-
(Borgd, 2021). Toinen tun-
nettu tapaus on abc-konjektuuri; vuonna
2012 Shinichi Mochizuki viitti todistaneen-

sa konjektuurin kéyttden uutta matemaattis-

rointikriisistd

ta teoriaa, jota hin kutsui nimell4 inter-uni-
versal Teichmiiller theory. Konjektuurin
status on edelleen kiistanalainen, ja lopulta
Mochizuki paitti julkaista artikkelinsa leh-
dessd, jossa hédn on itse pddtoimittaja (Moc-
hizuki, 2021).
ky paitti, ettd tdménkaltainen vuosikausia

Joka tapauksessa Voevods-

kestdvid epamédrdisyys ei kdy vaan tarvitsisi
tehda jotain.
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I didn’t have the tools to explore the
areas where curiosity was leading me
and the areas that I considered to be of
value and of interest and of beauty.

So I started to look into what I could do
to create such tools. And it soon became
clear that the only long-term solution
was somehow to make it possible for
me to use computers to verify my ab-
stract, logical, and mathematical con-
structions.

Tyokalu, jota Voevodsky tarvitsi, oli todis-
tusassistentti; noihin aikoihin erds tunne-
tuimmista oli Coq (The Coq proof assis-
tant). Thierry Coquand ja Gérard Huet te-
kiviat ensimmadiset versiot tistd ohjelmasta
jo 80-luvulla (Coquand, T. , Huet, G.,
1987). Voevodsky ryhtyi siis formalisoi-
maan matematiikaa Coqin avulla, ja jatkoi
tatd tyotd aina kuolemaansa saakka 2017.
Voevodskyn tyotd on jatketaan edelleen
HoTT-projektissa (homotopy type theory)
(HoTT).

TYYPPITEORIA

Tekninen ja myds psykologinen vaikeus
formalisoinnissa oli, ettd Coq ei perustunut
joukko-oppiin vaan tyyppiteoriaan. Joukko-
opista ja kategoriateoriasta luopuminen oli
Voevodskylle vaikeaa.

It is extremely difficult to accept that
mathematics is in need of a completely
new foundation. [...] Overcoming the
appeal of category theory as a candidate
for new foundations of mathematics was

for me personally the most challenging.
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Kategoriateoria on siind mielessd luonnolli-
nen laajennus joukko-opille, etti voidaan
méidritelld kategoria SET, jonka objektit
ovat joukkoja ja morfismit kuvauksia;
joukko-oppi ikddn kuin upotetaan katego-
riateoriaan.

Mutta miksi sitten todistusassistentit kan-
nattaa rakentaa nimenomaan tyyppiteorian
pohjalta? Voisihan ajatella, ettd todistuksia
voisi formalisoida myos joukko-opin tai
kategoriateorian avulla. Jossain méérin néin
voidaankin tehda, kuten Metamath osoittaa
(Metamath). Mutta tavallaan intuitiivisesti
voisi sanoa, ettd joukko-oppi on liian koyha
rakennelma, ettd sen varaan voisi rakentaa
kunnollisia todistusassistentteja. Samoin
kategoriateoria ei kelpaa, koska se ei tissd
mielessé ole juuri sen parempi kuin joukko-
oppi.

Téstdhdn el sindnsd suoraan seuraa, ettd
tyyppiteoria olisi sen parempi. On kuitenkin
osoittautunut, ettd tyyppiteorian puitteissa
voidaan sanoa, ettd todistukset ja laskenta
vastaavat tietylld tavalla toisiaan. Tadmin
asian tarkempi muotoilu tunnetaan nimelld
Curry-Howard-isomorfismi (de Groote,
1995). Ne, kuten mini, jotka eivit ole ta-
man alan spesialisteja, voivat saada asiasta
tarkemman tai ainakin jonkinlaisen késityk-
sen perehtymadlld esitelmiin Curry-Howard
isomorphism for dummies (Pédrot, 2015).
Tadmén isomorfismin takia voidaan siis olla
varmoja, ettd ainakin teoriassa tyyppiteo-
rian avulla voidaan jirkevésti ilmaista to-
distusassistenteissa vaadittavia rakenteita.

Pédrot tiivistdd asian niin:
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Proofs in a given subset of mathematics
are exactly programs from a particular

language.

The statement of a theorem corresponds
to the type of the corresponding program

Mutta mikd oikeastaan on tyyppiteoria?
Hyvin intuitiivisella tasolla se on jopa help-
po hahmottaa. Jokainen, joka on ohjelmoi-
nut edes vdhdn tietdd, ettd useissa ohjel-
mointikielissd pitdd madritelli muuttujien
tyyppi: esimerkiksi INTEGER, REAL (oi-
keastaan liukuluku) tai STRING. Tietyn-
tyyppi-sille muuttujille on sallittu vain tie-
tynlaisia operaatioita, eikd eri tyyppien se-
koittaminen ole useinkaan mielekésta.

Matematiikassa kuitenkin usein implisiitti-
sesti sallitaan, ettd erilaisia elementtejd voi-
daan pitdad samoina (Grayson, 2018) :

In set theory, the equation N =
{x € Z|x >0} is false, The statement
is false because the elements of the two
sets are different. The strongest thing
that can be said is that there is an iso-
morphism N~ {x € Z|x >0} . Ne-
vertheless, a mathematician may identi-
fy the two sets and expect not to get into
trouble.

Tamainkaltaisia identifiointeja tehddan jat-
kuvasti: aina puhutaan L?-funktioista eiki
ekvivalenssi-luokista. Edelleen, kyseessd
oleva ”funktio” samaistetaan sitd vastaa-
vaan distribuutioon. Tyyppiteoriassa pitdd
olla tarkempi ja jos halutaan identifioida
kaksi asiaa, niin timd samaistus pitdé sitten
eksplisiittisesti konstruoida.

Joukko-opin kaavaa a € B vastaa tyyppi-
teoriassa ajatuksellisesti a : B joka lue-
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taan: termi a on tyyppid B. Sen sijaan osa-
joukolle A C B ei ole oikein mitd4n suoraa
vastinetta vaan tissd tapauksessa pitdisi
konstruoida upotus A — B. Témin takia
myds operaatioilla AN B jaAUB ei ole
mitddn suoraa vastinetta tyyppiteoriassa.
Tyyppiteorian sisdlld voidaan kuitenkin
madritelld tyyppi, jota voidaan kutsua jou-
koksi. Tdma ei tietysti ole tdsmélleen sama
asia kuin joukko-opin joukko, mutta ehképa
matemaatikko voi identifioida nimd kaksi
asiaa joutumatta kovin pahoihin vaikeuk-
siin.

Vaikeampi/ mielenkiintoisempi asia on, ettd
samaa merkintdd kiytetddn sekd funktiolle
ettd implikaatiolle. Tédstd saadaan (Grayson,
2018):

If X and Y are types, there will be a type
whose elements serve as functions from
X to Y; the notation for it is X — Y. This
allows us to introduce the surprising
mathematical pun f : X - Y, which
says that f is an element of the type
X — Y, and which can be read traditio-
nally as saying that f is a function from
Xto?.

Kaikkein térkein tyyppi on Graysonin mu-
kaan yhtdsuuruustyyppi (equality type tai
identity type). Per Martin-Lof (Martin-L6f,
1971) huomasi 70-luvulla, ettd yhtasuuruus-
tyyppi voidaan maédritelld induktiivisesti,
hiukan samaan tapaan kuin Peanon systee-
missd positiiviset kokonaisluvut maédritel-
ld4n induktiivisesti. Tdmé kuulostaa tietysti
varsin kummalliselta, mutta on osoittautu-
nut, ettd Martin-Lofin idea on térked tyyp-
piteoriassa. Graysonin artikkelissa (Gray-
son, 2018) asiaa selvitetddn tarkemmin,
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mutta katsotaan tdhédn liittyvd esimerkki.
Jos x ja y ovat tyyppid B, niin Martin-Lo6fin
mukaan on aina olemassa tyyppi x =y.
Voidaan siis kirjoittaa 7 : x =y, ja timi
voidaan lukea: T on todistus sille, ettd x on
y. Téssd siis x = y on lause, ja T on todis-
tus/ ohjelma, joka on lauseen tyyppia.

Kuten jo ndistd yksinkertaisista huomioista
ndhdddn, niin tyyppiteoriassa asiat pitdd
ilmaista aivan eri tavalla kuin on totuttu.
Vaikka Martin-Lof ei itse ollut kehittdmas-
sé todistusassistentteja, niin hén oli kiinnos-
tunut tyyppiteorian ja laskennan vuorovai-
kutuksesta; hdnen mielestddn tyyppiteoriaa
voidaan jopa pitdd erddnlaisena hyvin kor-
kean tason ohjelmointikielend (Martin-Lof,
1982). Martin-Lofiin liittyy hauska muisto:
osallistuin erddseen konferenssiin Mittag-
Leftlerissd 80-luvulla, ja Martin-Lof oli
yksi puhujista. Luulen, ettd hidn puhui ni-
menomaan tyyppiteoriasta; esitelmé on kui-
tenkin jadnyt mieleen juuri sen takia, etten

ymmartinyt siitd mitdin.

Mielenkiintoista on myds, ettd tyyppiteoria
ja todistusassistentit voidaan rakentaa
enemmadn tai vihemmaén konstruktiiviseksi.
Valinta-aksiooma voidaan ottaa kayttoon,
jos halutaan. Voidaan siis hyvin tarkasti
kontrolloida, millaisia asioita todistuksessa
sallitaan tai ei sallita. Tamén avulla lausei-
den sisédltokin saa tarkemman muodon, kun
pidetddn kirjaa, mitd kaikkea todistuksessa
tarvitaan.

Jotta asiat eivit olisi liian yksinkertaisia,
niin tyyppiteorioita on tietysti erilaisia. Eh-
kdpa ensimmdinen tyyppiteoreettinen sys-
teemi oli Alfred North Whiteheadin ja Bert-
rand Russellin yritys rakentaa matematiikan
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perusteita (Whitehead, A. N. , Russell, B.,
1910). Teoksessa kaytettiin tyyppiteoriaa
muun muassa siithen, ettd pééstiin eroon
joukko-opin kiusallisista itseensa viittaavis-
ta kaavoista kuten A € A. Tyyppiteoriassa
A : A ei ole syntaktisesti mahdollinen.
Tamihdn on luonnollista, jos ajattelee oh-
jelmointikielid: jos a : INTEGER, niin tie-
tenkéédn a itse ei voi olla INTEGER.

En tieda tuliko Whiteheadille ja Russellille
mieleen, ettd heiddn tyollddn voisi olla
merkitystd tietokoneitten kannalta. Tadma
olisi ainakin teoriassa ollut mahdollista,
koska Charles Babbage ja Ada Lovelace
olivat jo 1800-luvun puolella selkeisti
hahmotelleet tietokoneen idean, vaikka
Babbagen yritys rakentaa tietokone (analy-
tical engine) jédikin kesken (Babbage, C. ,
Lovelace, A., 1842).

Nykyddn monet todistusassistentit, kuten
Coq, Agda (Agda) ja LEAN (LEAN),
kayttavit “riippuvaa” tyyppiteoriaa (depen-
dent type theory), mutta kuitenkin Isabelle
(Isabelle) kayttdd “yksinkertaista” (simple)
tyyppiteoriaa. En ole varma, kuinka mer-
kittdvd yksinkertaisen ja riippuvan tyyppi-
teorian ero on, mutta kaiketi yksinkertaisel-
lakin versiolla aika pitkédlle péédstddn
(Bordg, A. , Paulson, L. , Li, W., 2021).
RedPRL (RedPRL)

versiota, jonka nimi on Cartesian cubical

puolestaan kéyttda

computational type theory. Myos Voevods-
ky loi oman version riippuvasta tyyppiteo-
riasta; hdn kaytti ndin syntyneestd systee-
mistd nimed Univalent foundations (Gray-
son, 2018). Nayttdisi siis siltd, ettd tyyppi-
teorioita on jatkossakin monenlaisia, eiké
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kaiketi ole selvdd alan spesialisteillekaan
stabiloituuko tilanne l1dhiaikoina vai ei.

Todistusassistenttien avulla voidaan siis
kirjoittaa "parempia" tai ainakin varmempia
tai tarkempia (rigorous) todistuksia kuin
muuten olisi mahdollista. Kaiketi on varsin
selvad, ettd kun asiat tehdddn huolellisesti,
niin koneet tekevit vihemmaén virheitd kuin
ihmiset, joten matemaattisten tulosten luo-
tettavuus kasvaa, jos todistusassistentit
yleistyvit. Artikkelien referointikin voisi
merkittdvisti helpottua ajan myo6té, ja ndin
myos valtyttdisiin Borgdin kuvaamalta refe-
rointikriisiltd. Ongelma on tietenkin se, ettd
tulokset ja artikkelit pitdisi muotoilla tyyp-
piteorian mukaisesti, siis tavallisille mate-
maatikoille aivan uudella ja vieraalla taval-
la, joten tietysti timéd ei ole vield kiytdn-
nossd mahdollista pitkddn aikaan. Periaat-
teessa kuitenkin tdimé voisi olla jonain pii-

vénd toimiva systeemi.

LEAN

Katsotaan tarkemmin LEANia. Leonardo de
Moura aloitti tdimén systeemin kehittdmisen
Microsoftilla vuonna 2013. Systeemin tar-
koituksena oli tarkistaa, ettd tietokoneoh-
jelmissa ei ole virheitd, eiké sitd mitenkdan
alun perin ollut tarkoitettu matemaatikoille.
Mutta itse asiassa ohjelman osoittaminen
virheettoméksi on oikeastaan hyvin 1dhelld
lauseen todistamista; ehkédpa Curry-
Howard-isomorfismin ansiosta voidaan
jopa sanoa, ettd ne ovat sama asia; tai aina-
kin ettd matemaatikko voi identifioida ndmi

59 https://www.imperial.ac.uk/people/k.buzzard

60 https://www.imo.universite-paris-saclay.fr/~
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kaksi asiaa joutumatta kovin pahoihin vai-
keuksiin. Matemaatikot siis huomasivat,
ettdi LEAN

tusassistentiksi, ja jonkin ajan kuluttua siitd

soveltuisi hyvin myds todis-

tehtiin versio nimenomaan matematiikan
tarpeita ajatellen. Tamén jdlkeen ohjelmis-
ton ympdrille on kasvanut yhteisd, joka
pikkuhiljaa formalisoi kaikkea matematiik-
kaa ldhtien perusasioista liikkeelle (Hart-

nett, 2020).

Luonnollisesti tehtdvd on valtava, mutta
asiat etenevit ja esimerkiksi perusreaaliana-
lyysid on formalisoitu niin paljon, ettd
tyyppiteoriaa voitaisiin jo kéyttdd opetuk-
sessa. Toisin sanoen joukko-oppi voitaisiin
unohtaa yliopistojen peruskursseilla, ja ldh-
ted opiskelemaan matematiikkaa LEANin
avulla. Kevin Buzzard® on jo jonkin ver-
ran kokeillut tillaista Imperial Collegessa,
samoin Patrick Massot Université Paris-Su-
dissd.®0 Buzzard kertoo tistd, ja muutenkin
matematiikan formalisoinnista esitelmassa,
jonka hidn piti Microsoftilla (Buzzard,
2019). Buzzard kiinnostui todistusassisten-
teista osittain samasta syystd kuin Voevods-
ky: erddt tulokset, joita hdn halusi kayttda
tutkimuksessa, olivat epéselvid ja epévar-
moja.

Todistusassistenttien ja tyyppiteorian kayttd
opetuksessa herdttdd mielenkiintoisia ky-
symyksid. Mitd matematiikkaa pitdisi opet-
taa ja miksi? Vaikka tyyppiteoria tuntuu nyt
vieraalta, niin luulisin, ettd opiskelijan ni-
kokulmasta se ei ole sen vaikeampi tai hel-
pompi kuin joukko-oppi. Todistus-assistent-
tien avulla opiskelijat pystyisivit tekemiin
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tarkkoja todistuksia, mutta todistukset olisi-
vat hyvin erilaisia kuin mitd nykydin opete-
taan. Mutta haittaisiko se? Ja jos ei haluta
opettaa mahdollisimman tarkkoja todistuk-

sia, niin mitd oikeastaan halutaan?

LEANiin voi jokainen helposti tutustua
Buzzardin ja Mohammad Pedramfarin
suunnitteleman Natural number gamen
avulla (Buzzard, Natural number game).
Téssé 1dhdetdén liikkeelle ilman mitdén esi-
tietoja, ja minusta se oli kiinnostavasti teh-
ty. Helppojen tehtdvien avulla saa ainakin
jonkinlaisen kuvan, miten formalisointi
toimii. Luonnollisesti tdssé tulee vastaan ne
tavanomaiset turhautumiset, kun pitda ope-
tella uusi syntaksi. Mielenkiintoista on, ettid
prosessi etenee vaiheittain. Kun todistus
jotenkin on saatu alkuun, niin LEAN auto-
maattisesti etenee mahdollisimman pitkalle,
ja kertoo sitten kayttéjélle, mitd seuraavaksi
pitdisi tehda. Siis kédyttdjan ei tarvitse etuki-
teen pilkkoa lausetta “pienemmiksi” lem-
moiksi, vaan ohjelma tekee tdman. Tatd on
ehkd vaikea hahmottaa, jos ei ole itse ko-
keillut tuollaista systeemid, joten suosittelen
Natural number gamen testaamista!

Katsotaan sitten vield toinen esimerkki, jos-
sa todistusassistenttia on kéytetty aivan l4-
hiaikoina huippututkimuksessa; titd varten
kddnnytddn toisen Fields-mitalistin puoleen

THIVISTETTY MATEMATIIKKA

Peter Scholze sai Fieldsin mitalin vuonna
2018 aritmeettiseen algebralliseen geomet-
riaan liittyvistd toistd. Viime aikoina hédn

on Dustin Clausenin kanssa ruvennut luo-

61 https://www.wikiwand.com/en/Liquid_Tension_Experiment

37

maan uudenlaista matematiikan alaa: tiivis-
tettyd matematiikkaa (condensed mathema-
tics) (Scholze). Tassd keskeinen késite on
titvistetty joukko (condensed set) (Scholze,
2021).

Maaritelma. Condensed sets are shea-

ves on the pro-étale site of a point.

Palataan hiukan my6hemmin sithen, miten
tdmd pitdisi ymmartid, koska ainakaan mi-
nulle itse mééritelma ei juuri valaise asiaa.
Joka tapauksessa tiivistettyyn matematiik-
kaan liittyy joitain joukko-opillisia ongel-
mia:

[There are] set-theoretic problems. [...]
Let me gloss over this point here; it is
not essential for any of the following
discussion.

Toisin sanoen ZFC-systeemi ei riitd tdssd,
mutta Scholzen mielestd timi on oikeastaan
epdoleellista. Scholzen rakennelmassa oli
muutama erittdin tekninen lause, jotka héin
luuli todistaneensa, mutta hélventddkseen
viimeiset epdilyt, hin péétti ryhtyd projek-
tiin, jossa nima keskeiset tulokset formali-
soitaisiin ja todistettaisiin LEANin avulla.
Scholze ei itse ruvennut ohjelmoimaan
LEANIlla, vaan luotiin Johan Commelinin
johtama ryhmi tétd tarkoitusta varten.
Scholze oli kuitenkin jatkuvasti yhteydessa
ryhmédan. Projektin nimeksi tuli Liquid ten-
sor experiment, kaiketi kahdesta syysti:
toisaalta nesteet varmaankin ovat jonkinlai-
nen kontrasti tiiviydelle, ja toisaalta
Scholzen ja Commelinin suosikkibéndi on
nimeltddn Liquid tension experiment.o!
Ryhmé aloitti ty6t loppuvuonna 2020, ja jo
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kesdlld 2021 projekti oli edennyt jo niin
pitkélle, ettd Scholze jo siind vaiheessa piti
projektia onnistuneena (Castelvecchi,
2021). Esimerkiksi ne tekniset tulokset, jot-
ka Scholzea erityisesti huolestutti, oli saatu
pakettiin.

Siis varsin lyhyessé ajassa pystyttiin forma-
lisoimaan ja todistamaan tuloksia, jotka
ovat hyvin monimutkaisia, joten selvisti
todistusassistenteilla voidaan tehdd jotain
jarkevdd aivan matematiikan tutkimuksen
eturintamassa. Lisdksi todistusassistenttien
laatu koko ajan paranee, koska kaikki uudet
formalisoidut kisitteet ja tulokset ovat
ikddn kuin valmiina kirjastossa tulevaa
kayttod varten, joten kdytdssd olevien tyo-
kalujen méaéara kasvaa koko ajan.

Tuloksen formalisoinnissa tiivistetty joukko
ei tietysti ole joukko, vaan tyyppi, tai termi,
joka on tiettyd tyyppid. Uskoisin kuitenkin,
ettd tdstd huolimatta Scholze ja Clausen
kayttavit jatkossa joukko-opin merkint6ja
tavallisissa matemaattisissa teksteissd. Tas-
sd siis siirretddn tuloksia kahden erilaisen
matemaattisen maailman viélill, kéyttiden jo
hyvéksi havaittua filosofiaa, etti matemaa-
tikko (toivoo, ettd hidn) voi sopivasti identi-
fioida kaksi eri asiaa joutumatta kovin pa-
hoihin vaikeuksiin.

Mutta miksi ndmad tiivistetyt joukot sitten
ovat niin tarkeitd? Itse asiassa Scholze viit-
tad, ettd niilld voisi olla laajempaakin kayt-
tod matematiikassa. Lause johon Scholze
seuraavassa viittaa on juuri se tulos, joka
piti formalisoida.

With this theorem, the hope that the
condensed formalism can be fruitfully
applied to real functional analysis stands
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or falls. I think the theorem is of utmost
foundational importance, so being

99.9% sure is not enough.

Jos nyt katsoo uudelleen tuota tiivistetyn
joukon mééritelmdd, niin voisi varsin hel-
posti tulla sithen johtopédétokseen, ettd silld
ei ole mitddn tekemistd reaalisen funktio-
naalianalyysin kanssa. En tiedd miten
Scholze ja Clausen aikovat tehdd tuloksensa
ymmiarrettiviksi sellaisille matemaatikoille,
jotka tuntevat funktionaalianalyysid, mutta
eivit ole perehtyneet algebralliseen geomet-
riaan ja kategoriateoriaan. Ehkapé heilld on
tekeilld teos Condensed sets for dummies.
Mutta itse asiassa tiivistetyn joukon merki-

tys on Scholzen mukaan vieldkin suurempi:

I want to make the strong claim that in
the foundations of mathematics, one
should replace topological spaces with
condensed sets. [...] This claim is only
tenable if condensed sets can also serve
their purpose within real functional ana-
lysis.

Kun nyt on jo totuttu ajatukseen, ettd jouk-
ko-opista luovutaan tai ainakin voitaisiin
luopua, niin kukaan ei kai endd jarkyty, kun
topologiset avaruudetkin pitdd korvata pa-
remmalla rakenteella, siis tiivistetyilld jou-
koilla. Jadnkin odottamaan Scholzen ja
Clausenin kirjaa niin voin sitten muuttaa
kurssini Johdatus topologiaan kurssiksi
Johdatus tiivistettyihin joukkoihin.

TULEVAISUUS

Charles Hoskinson opiskeli nuorempana
matematiikkaa mutta innostui sitten krypto-

valuutoista, ja rikastui niitten avulla. Viime
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syksynd hén lahjoitti 20 miljoonaa dollaria
Carnegie Mellon -yliopistolle, jotta sinne
perustettaisiin Hoskinson center for formal
mathematics. Yksikon johtajaksi tulee Je-
remy Avigad, joka on ollut aktiivisesti mu-
kana LEANissa. Avigad kertoo yksikon ta-

voitteista seuraavasti (Avigad, 2021):

The center's mission is to support the
work being done by the LEAN commu-
nity, to promote the use of LEAN and its
libraries, and to seek out ways of using
the technology to make mathematics
accessible and enjoyable to as wide an
audience as possible.

Tdhdn mennessd LEAN on toiminut yhtei-
sond varsin epamuodollisesti. Hoskinson
center todennédkoisesti varmistaa toiminnan
jatkuvuuden siind mielessd, ettd yhteiso ei
paise jotenkin “vahingossa” hajoamaan.

Kuten on ndhty, niin LEAN on tietysti vain
yksi mahdollinen systeemi. Angelika Kout-
soukou-Argyraki on kerdnnyt erilaisia aja-
tuksia ja mielipiteitd matematiikan formali-
soinnista ja sen merkityksestd tulevaisuu-
dessa, riippumatta siitd mitd todistusassis-
tenttia kaytetddn (Koutsoukou-Argyraki,
2022). Lopuksi ehké on vield syytd mainita,
ettd luonnollisesti tarkoitus ei ole korvata
kaikkea matematiikkaa formalisoidulla ma-
tematiikalla, vaan ideana on, ettd todis-
tusassistenttien ja tyyppiteorian kayttd on
erds mahdollinen ja mielenkiintoinen tapa
tehdd matematiikkaa. Massot ilmaisee asian
nédin (Massot, 2021):

I think a key point is that formalized
mathematics brings a lot of fun. [...] Of
course fun is not the only reason why
people collaborate on building libraries
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of formalized mathematics. This is also
an exhilarating experience where cont-
ributors feel they could have a real im-
pact on the mathematical community,
without removing anything we love,
only adding new possibilities.
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KOLUMNI

MIKA IHMEEN AKATEMIAN JALKAVAKI?

A katemian jalkavédki on monen kirjoittajan

joittajille on ollut tyoskentely tieteen parissa.

muodostama blogiyhteisd. Yhteistd kir-

Yhteiso on julkaissut yhden tai useamman kir-
joittajan blogeja tieteen ruohonjuuritasolta ja
tieteenteon arjesta ldhes viikoittain vuodesta
2015 alkaen. Télld hetkelld blogiin kirjoittaa
seitsemén kirjoittajaa, jotka ovat kaikki eri ta-
voin tekemisessa tieteen kanssa.

Kirjoitusten aiheet valikoituvat kirjoittajien
omien mielenkiinnon kohteiden mukaan. Vii-
meisen vuoden aikana blogissa on kirjoitettu
esimerkiksi rahoituksen hakemisesta [1,2], uu-
pumisesta [3], palkka-avoimuudesta [4], van-
hemmuudesta [5] ja miesselittdmisestd [6].

Elina Palmgren on kirjoittanut lyhyen historii-
kin Akatemian jalkavden vuosista [7]. Akate-
mian jalkavidki sai alkunsa syksylld 2015, kun
Olli-Pekka (Opa) Tikkasalo oli saamassa Pro
Gradu -tutkielmaansa valmiiksi ja aloittamassa
véitoskirjatutkijana. Tutkielman tekemisen ai-
kana Opa oli huomannut, ettd kirjoittaminen
tuntui hankalalta. Samaan aikaan uunituoreen
Sipildan hallituksen nimittdmisen myo6td Opasta
tuntui, ettd julkisessa keskustelussa ei hahmote-
ta, millaista tutkijan arki on. Ndiden tuntemus-
ten johdosta syntyi ajatus aloittaa blogi tieteen-
teon arjesta. Mukaan kirjoittajaksi Opa pyysi
Tommi Tenkasen, joka on aikaisemmin kirjoit-
tanut kolumneja my0s Arkhimedekseen. Blogin
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nimi puolestaan on saanut innoituksensa Kari
Enqvistin Iltalehdessd ilmestyneestd blogikir-
joituksesta, joka valitettavasti on poistunut jo
internetista.

Blogiyhteison muodostumisen kannalta merkit-
tdvin muutos tapahtui syksylld 2016, kun Tom-
mi piti hetken taukoa kirjoittamisesta ja Elina
pyydettiin tuuraamaan Tommia. Tommin palat-
tua takaisin myos Elina jatkoi kirjoittamista
blogiin vakituisena kirjoittajana. Ensimmaisind
vuosina uusia Kkirjoittajia rekrytoitiin omien
verkostojen kautta, mutta nykyéddn blogi hakee
uusia kirjoittajia avoimilla kutsuilla. My®ds télla
hetkelld kirjoittajakutsu on auki [9]. Blogiin
etsitddn sekd vakituisia ettd vierailevia kirjoitta-
jia.

Tand syksynd alkoi Akatemian jalkavden kah-
deksas vuosi. Kuluneen seitsemin vuoden aika-
na blogiin on kirjoittanut yli 20 kirjoittajaa eri-
laisista taustoista. Akatemian jalkavden aivan
ensimmadisen kirjoituksen alku kuvaa edelleen
hyvin blogin tarkoitusta [8]:

“Monet yliopistolaiset torméédvit ennemmin tai
myO6hemmin esimerkiksi vanhempiensa tai en-
nen yliopistoa muodostuneiden ystdvéapiiriensi
kysymyksiin siitd, millaista tyonteko yliopistos-
sa on. — — Tdma blogi on pidemménpuoleinen
vastaus tuohon kysymykseen.*
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KIRJA-ARVIO

MATEMAATIKKO LEVITTI HYVAA SANOMAA

Tauno Metsankyla

David E. Rowe, Mechthild Koreuber: Proving it her way. Emmy Noether, a Life in

Mathematics. Springer 2020, 241 s.

David E. Rowe: Emmy Noether, Mathematician Extraordinaire, Springer 2021, 339 s.

Baijerilaisen Erlangenin kaupungin pééka-
dulla tarkkaavainen turistti voi huomata
kolmikerroksisen talon seindssid muistolaa-

tan, jossa on teksti
Geburthaus der Mathematikerin
EMMY NOETHER
geb. 23.3.1882 Emigration 1933
gest. 24.4.1935 in Bryn Mawr USA

Jos turistimme kiinnostuu tédstd toden teolla
ja léhtee vierailulle pennsylvanialaiseen
Bryn Mawrin pikkukaupunkiin, hin 16ytaa
sieltd yliopiston kampukselta pylvéikon
suojassa olevalta pihakiveykseltd yhden
muita kookkaamman laattakiven, johon on
kaiverrettu merkintd

E*N 1882 —-1935

Paikkaan on haudattu Emmy Noetherin
tuhka.

Albert Einsteinin laatimasta muistokirjoi-
tuksesta The New York Timesissa suuri ylei-
s0 sai lukea, ettdi Emmy Noether oli signi-
ficant creative mathematical genius ja edel-
leen ettd in the realm of algebra, in which
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the most gifted mathematicians have been
busy for centuries, she discovered methods
which have proved of enormous impor-
tance.

Téssd oli Noetherin lyhyen eldmin luon-
nehdinta, tiivistettynd olennaisimpaan. Mut-
ta tietysti noihin vuosiin mahtui monenlai-
sia vaiheita, onnellisia aikoja ja my0s ras-
kaita suruja. Kaikesta tastid kertovat kasilla
olevat eldmikerrat. Noetherin elimédstd on
toki kirjoitettu ennenkin, mutta uudet teok-
set ovat aiempia laajempia ja perusteelli-
sempia. Ne ovat myds hyvin eldvisti kirjoi-
tettuja.

Ensimmadisen kirjan nimi Proving It Her
Way viittaa Noetherin tutkimustydssdin
kayttdmidn uudenlaiseen todistusmenetel-
méén, jossa aiemmat “laskelmat” eli kaavo-
jen manipulointi korvataan abstraktilla, ka-
sitteelliselld pdidttelylld. Tulos saa nédin
luonnollisemman selityksen ja on helpom-
min yleistettivissa.

Noetherin ensimmdisid ldpimurtoja olivat
teoreettisen fysiikan piiriin kuuluvat tulok-
set, jotka ratkaisivat yleisessd suhteellisuus-
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teoriassa tirkedn kysymyksen. Nykyisin ne
tunnetaan nimelld Noetherin sdilymislait.
Sitd seuraavat tulokset lukeutuvat enim-
mikseen algebraan. Kuvaavaa on, ettd
myOhemmin algebrassa alkoivat nopeasti
vakiintua monet hinen mukaansa nimetyt
késitteet, kuten Noetherin rengas, Noethe-
rin kuvaus, Noetherin avaruus. Harva ma-
temaatikko ylipdénsd on saanut nimensd
yhtd moneen késitteeseen.

Matematiikan tutkija kuvitellaan helposti
henkil6ksi, joka istuu tyShuoneessaan kirjo-
jen ja papereitten ympardiméand ja miettii.
Emmyyn tdmé mielikuva ei sovi lainkaan.
Hin oli hyvin seurallinen ihminen ja pohti
ongelmia mieluiten yhdessd oppilaiden ja
kollegoiden kanssa. Han rakasti “matema-
titkan puhumista”, niin kuin hén sanoi. Eika
pelkdstddn yliopistolla, vaan kaikkialla
muuallakin, missd se vain kavi pdinsi: kau-
pungilla kévellessd, pitkilld vaelluksilla
maaseudulla, erilaisissa harrastuksissa,
vaikkapa uimalaitoksella. Emmy harrasti
uintia intohimoisesti.

1900-luvun alkuvuosikymmenind naiset
olivat vield yliopistoissa jonkinlaisia kum-
majaisia. Naiset joutuivat kdyméin kovan
taistelun saadakseen luvan opiskella yli-
opistossa sekd luvan suorittaa tutkintoja.
Tédmin taistelun vaativin aste saksalaisessa
yliopistossa oli venia legendi, lupa opettaa.
Sitd vastaa tavallaan suomalaisessa yliopis-
tossa dosentin arvo.

Emmyltd tdma kaikki lopulta onnistui.
Vuonna 1915 hédn péisi siirtyméédn kotikau-
punkinsa yliopistosta Gottingeniin, jonka
yliopiston matematiikan laitosta pidettiin
Saksan parhaana. Sen opettajakunnassa oli
useita suuria nimid, kuten David Hilbert ja
Felix Klein, ja Emmy Noether liittyi luon-
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tevasti joukkoon. Gottingeniin tuli vieraile-
via tutkijoita ja opiskelijoita monista mais-
ta, sekd Euroopasta ettd Yhdysvalloista ja
Japanista, ja Emmyn uudet ideat vetivit no-
peasti puoleensa lisdd tutkijoita ja alkoivat
levitd yliopistoihin kaikkialla maailmassa.
Lukuisista hinen oppilaistaan tuli kuuluisia
matemaatikkoja, jotka sitten veivit viestid
eteenpdin.

Suomalaisia Gottingenin-kévijoitd olivat
ainakin Lars Ahlfors, joka mainitaankin
toisessa kirjassa, ja Rolf Nevanlinna.
Myo6hempiné aikoina sielld kdavi mm. Kus-
taa Inkeri.

Gottingenin  kultakausi paittyi kuitenkin
dkillisesti vuonna 1933 natsien tultua val-
taan. Suuri joukko opettajia, Emmy Noether
heiddn joukossaan, erotettiin juutalaisina
yliopistoista. Monet muuttivat Yhdysvaltoi-
hin ja Noether seurasi esimerkkid. Hanté
ennen muuttaneet ehtivit tiyttdd parhaiden
yliopistojen virat, ja Noetherille jdrjestyi
paikka Bryn Mawrista naisia varten perus-
tetusta yliopistosta. Se oli Gottingeniin ver-
rattuna vaatimaton oppilaitos, mutta Emmy
Noether sai onnekseen myos kutsun vierail-
la sddannollisesti ldheisessd Princetonin yli-
opistossa.

Tyoskentelyd USA:ssa ei kuitenkaan kesté-
nyt kauan. Emmy Noether kuoli vuonna
1935 hénelle tehdyn leikkauksen kompli-
kaatioihin.

Miksi kaksi kirjaa ldhes samanaikaisesti?
Ensimmainen kirja sai alkunsa vuonna 2019
Berliinissd pidetystd monitieteisestd semi-
naarista, jossa Mechthild Koreuber oli liik-
keelle panevana voimana. Silloin oli kulu-
nut sata vuotta Noetherille myOnnetysti
opetusoikeudesta Gottingenin yliopistossa.
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Osanottajat tulivat monilta laitoksilta, fysii-
kasta, kulttuurintutkimuksesta, tieteenhisto-
riasta, sukupuolentutkimuksesta, ja tapah-
tuma saavutti suuren suosion. Yhtend ta-
voitteena oli lisdtd naisten kiinnostusta ma-
tematiikan opiskeluun. Tilaisuudessa mm.
esitettiin sitd varten Kkirjoitettu néytelmad,
Spaziergdinge mit Emmy Noether, joka on
sen jdlkeen jatkanut elamédnsd muokatussa
muodossa.

Toinen kirja syntyi David E. Rowen, mate-
matiikan historian professorin, ajatuksesta
esittdd padosa jo kirjoitetun kirjan materiaa-
lista muodossa, jossa se sopii paremmin
matemaatikkolukijalle. Kynnys on se, ettd
lukijan olisi tiedettdvd suunnilleen, mité
késite Noetherin rengas tarkoittaa. Noethe-
rin eldmédd sen sijaan késitellddn vidhem-
man.

Kummassakin kirjassa kdytetddan kylld va-
paasti matemaattisia kisitteitd ajatellen, et-
tei lukijan tarvitse ymmairtdd niiden tarkkaa
sisdltod. Niitd voi ehkd ajatella "ndytelméin
henkildind”.

Jalkimmaisen kirjan loppuun on lisétty luku
Emmyn Fritz-veljesté ja hdanen perheestdin.
Myos Fritz oli matemaatikko. Han emigroi-
tui 1934 Siperiaan Tomskiin, hdnet piditet-
tiin 1937 vakoilusta epdiltynad ja teloitettiin
1941. Vuonna 1988 hinet rehabilitoitiin.

Monissa hakuteostyyppisissd esityksissa,
jotka mainitsevat Emmy Noetherin, hidneen
liitetddn méédre “merkittdvin naismatemaa-
tikko”. Taméd on tavallaan vihitteleva il-
maus, silld siind sarjassa kilpailu ei ole ollut
erityisen kovaa. Osuvampaa on sanoa
Noetherista, ettd hin oli 1900-luvun merkit-
tavimpid matemaatikkoja. Siitd ndyttdad val-
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litsevan matemaatikkojen keskuudessa laaja
yksimielisyys.
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