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ARTIKKELIT

JOUKKOJEN JA FUNKTIOIDEN ERITYISPISTEISTA

Raimo Voutilainen

JOUKOT

Jos joukolla ei ole algebrallista tai topologista
rakennetta, sille on hieman vaikea kuvitella eri-
tyispisteitd. Algebrallinen struktuuri tuo muka-
naan laskutoimituksen tai parikin laskutoimitus-
ta, ja niiden avulla voidaan mairitelld joukon
laskutoimituksen suhteen neutraalialkio, jota
voidaan hyvin kutsua erityispisteeksi. Tunne-
tusti nolla on yhteenlaskun neutraaliako ja yk-
konen kertolaskuin neutraalialkio, kunhan 0/1
kuuluvat annettuun joukkoon. Yhteenlasku on
madritelty mm. puoliryhmissd, ryhméssd ja
Abelin ryhméssi laskutoimituksen ominaisuuk-
sien lisddntyessa tdssd jarjestyksessd, ja toisena
laskutoimituksena mukaan tulee kertolasku
mm. renkaissa ja kunnissa, ja sen ominaisuudet
lisddntyvat edellisestd jidlkimmadiseen siirryt-
tdessd. Nolla on oikeastaan myds kertolaskun
erityispiste, vaikka ei olekaan neutraalialkio.
Nollahan ’mitét6i” eli nollaa toisen kerrottavan,
on se mikd hyvénsa.

Topologinen struktuuri johtaa lukuisiin jou-
kon erityispisteisiin. Ne perustuvat avoimen
joukon késitteeseen, joka on topologian perus-
késite. Erityispisteitd ovat mm. joukon sisépis-
te, ulkopiste, reunapiste, kasautumispiste, kos-
ketuspiste ja erakkopiste. Piste on joukon (tar-

kemmin sanottuna topologisen avaruuden os-
ajoukon) sisdpiste, jos silld on avoin ympéristo,
joka kokonaisuudessaan sisdltyy joukkoon. Pis-
te on taas joukon ulkopiste, jos silld on avoin
ymparistd, joka kokonaisuudessaan sisidltyy
joukon komplementtiin. Piste on joukon reuna-
piste, jos se ei ole sen sisd- eikd ulkopiste. Jou-
kon kasautumispisteelld tarkoitetaan sellaista
pistettd, jonka jokaisessa ymparistdssd on jokin
toinen joukon piste. Topologisen avaruuden X
osajoukon A kosketuspisteelld tarkoitetaan sel-
laista pistettd x € X, ettd kaikki pisteen x ym-
péristot sisdltavét ainakin yhden A:han kuulu-
van pisteen. Pisteen x ei ole vélttimatontd kuu-
lua A:han. Jokainen kasautumispiste on samalla
kosketuspiste, mutta joukolla saattaa olla myds
erakkopisteitd, jotka kuuluvat joukkoon ja ovat
myos sen kosketuspisteitd, mutta eivét kasau-
tumispisteitd. Tdmédn osoittaminen on helppo
harjoitustehtdva lukijalle.

Sumeiden joukkojen teoriassa joukkoon tdydel-
lisesti kuuluvien pisteiden (kuulumisaste 1) ja
tdysin kuulumattomien pisteiden (kuulumisaste
0) voidaan katsoa olevan ko. joukon erityispis-
teitd.
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FUNKTIOT

Seuraavassa kasitellddn funktioiden erityispis-
teitd, joita voidaan madritelld todella lukuisasti.
Otamme esille seuraavat: Adriarvopisteet,
kddnnepisteet, jatkuvuuspisteet, derivoituvuus-
pisteet, singulaaripisteet, analyyttiset pisteet,
kiintopisteet ja tasapainopisteet.

Yhden muuttujan funktioiden ddriarvopisteitd
(maksimit ja minimit) ja kddnnepisteitd kasitel-
ladn lukion matematiikan kurssissa. Oleellinen
kysymys minimin tai maksimin haussa on se,
onko 10ydetty piste lokaali vai globaali dériar-
vokohta vai ei kumpaakaan. Ensimmadisen de-
rivaatan nollaantuminen ja toisen derivaatan
merkkitarkastelu tulevat avuksi, jos funktio on
ko. pisteessd ylipddnsd derivoituva eli differen-
tioituva. Toinen derivaatta paljastaa télloin
myds kidnnepisteen olemassaolon. Adriarvo-
tehtdvd monimutkaistuu, jos funktio ei ole jos-
sakin pisteessd jatkuva tai derivoituva. Yhden
muuttujan skalaarifunktion tapauksessa &dariar-
vojen haku perustuu paljolti derivaatan nolla-
kohtien hakuun. Funktio voi tunnetusti olla
jossakin pisteessd jatkuva, mutta ei derivoi-
tuva. Kaiyvén alueen reunat ym. erityispisteet
tutkitaan erikseen. A#riarvojen hakuun on my®os
numeerisia menetelmid, kuten Newtonin mene-
telmé. Newtonin algoritmi suppenee (mahdolli-
sesti lokaaliin) ddriarvopisteeseen yleenséd hyvin
nopeasti.

Pistettd, jossa funktio ei ole rajoitettu eli jossa
funktio saavuttaa mielivaltaisen suuren tai pie-
nen arvon, kutsutaan usein funktion singulaari-
pisteeksi. Kompleksimuuttujan funktion ta-
pauksessa piste on myds erityispiste, kun funk-
tio on siind derivoituva, ts. kompleksinen deri-
vaatta on olemassa ko. pisteessa.

Useamman muuttujan funktioiden &diriarvojen
haku kuuluu yliopiston matematiikan opintoi-
hin. Skalaarifunktion tapauksessa funktion de-
rivaatan yleistyksend toimii vektoriarvoinen
gradientti, joka koostuu funktion osittaisderi-
vaatoista. Gradientin yhtyesséd nollavektoriin on
16ydetty ehdokas ddriarvoksi siististi kdyttayty-
vin funktion tapauksessa. Kdyvén alueen reunat
ym. erityispisteet tutkitaan tissdkin tapauksessa
erikseen. Toisen derivaatan yleistyksend on
Hessen matriisi. jonka ominaisuuksista voidaan
tehdd péidtelmid mahdollisen diriarvon luon-
teesta. Useamman muuttujan vektoriarvoisen
funktion tarkastelu mutkistuu edelleen. Airiar-
votehtévi on tilléin monitavoite-optimointiteh-
tdva. Gradientin yleistyksend toimii nyt Jacobin
matriisi, joka koostuu funktion kaikkien osa-
komponenttien kaikista osittaisderivaatoista.
Jacobin matriisia kéytetddn &ériarvojen haun
lisdksi monissa muissa numeerisen matematii-
kan sovelluksissa kuten esim. yhtdloryhmien
ratkaisemisessa. Useinkaan sellaista pistettd
(vektoria) ei 10ydy, joka olisi haettu &iriarvo-
kohta kaikkien optimoitavan funktion kompo-
nenttien osalta. Télloin joudutaan tyytymiin
kompromissiin.

Olkoon f kuvaus joukolta A joukolle A. Piste
x € A on funktion f kiintopiste, jos f(x) = x.
Kiintopiste ei ole aina yksikésitteinen, vaan
kiintopisteitd voi olla jopa ddreton maarad. Toi-
saalta kiintopisteitd ei yleisessd tapauksessa
tarvitse olla lainkaan. Kiintopistelauseet kerto-
vat kiintopisteen tai -pisteiden olemassaolosta
tiettyjen ehtojen vallitessa. Kiintopiste mééritel-
lddn usein Euklidista avaruutta yleisemmissé
avaruuksissa kuten Banachin avaruudessa tai
Hilbertin avaruudessa, joskus jopa yleisessé
topologisessa avaruudessa, jossa ei ole mairi-
telty etdisyyttd (Raj ja Piramatchi, 2020).
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Olkoon edelleen H reaalinen Hilbertin avaruus
ja olkoon C epityhji, suljettu ja konveksi H:n
osajoukko. Olkoon B kuvaus C X C — R, mis-
sé R
probleemassa kuvaukselle B: C X C - R on

on reaalilukujen joukko. Tasapaino-

16ydettdvd joukon C piste x, jolle toteutuu
B(x,y) >0V y € C. Jos tillainen x 16ytyy, sitd
kutsutaan B:n tasapainopisteeksi.

ERAITA ERITYISPISTEIDEN SOVEL-
LUKSIA

Aluksi kisittelemillimme joukkojen algebralli-
silla ja topologisilla erityispisteilld ei ole suoria
sovelluksia. Ne ovat sen sijaan tdysin funda-
mentaalisia elementtejd matematiikassa.

Funktioiden erityispisteistd &iriarvojen haulla
on lukemattomia sovelluksia eri toimialoilla,
kuten arvata saattaa. Lineaarisella optimoinnilla
on runsaasti sovelluksia mm. tuotannon suun-
nittelun alalla, ja viimeisen parinkymmenen
vuoden aikana epélineaarisen optimoinnin tut-
kimus on lisddntynyt ja sovelluskohteet laajen-
tuneet.

Kéytdnnossd &ddriarvojen haussa voidaan har-
voin edetd laskemalla funktion derivaattoja tai
osittaisderivaattoja, ja funktion arvojakaan ei
vélttdmattd tunneta kaikissa pisteissd. Télloin
on kiytettdvd numeerisia menetelmid. Niitd on
sovellettu moniin tieteellisiin ja teknisiin on-
gelmiin. Esimerkkeji ovat silta- ja lentokonera-
kenteet (laskennallinen fysiikka ja laskennalli-
nen nesteiden dynamiikka), sddennustukset, il-
mastomallit, molekyylianalyysi ja molekyylien
suunnittelu (laskennallinen kemia) ja 6ljyesiin-
tymien etsintd. Itse asiassa supertietokoneita
kiytetddn jatkuvasti numeerisen analyysin so-
velluksiin.

Tdmén seurauksena tehokkuudella on suuri
merkitys, ja teoreettisesti tdsmaéllisen menetel-

méan voi joskus korvata nopeampi heuristinen
menetelmd. Hyvand esimerkki on kauppamat-
kustajan probleema, jonka todistettavasti oikean
ratkaisun etsiminen on ldhes varmasti mahdo-
tonta kohtuullista kokoa suuremmilla 1&htétie-
doilla. Kauppamatkustajan probleema onkin
kuuluisa esimerkki ongelmista, joita kutsutaan
NP-tdydellisiksi. Ndiden ongelmien polynomi-
sen ratkaisun olemassaolo on yleisessd tapauk-
sessa teoreettisesti avoinna mutta sen 16ytymis-
td pidetddn &ddrettomédn epdtodennidkdisend
(Voutilainen, 1981, 1982). Yleisesti numeeri-
sessa analyysissd kéytetddn empiirisid tuloksia
uusien menetelmien ja ongelmien tutkimiseen,
mutta tietenkin siind my0s sovelletaan mate-
maattisia aksioomia, lauseita ja todistuksia.

Kiintopisteprobleemassa on ensinnékin selvitet-
tdvd, onko annetulla funktiolla kiintopiste tai
kiintopisteitd, ja jos on, miké tai mitkd ne ovat.
Samoin médritellddn tasapainoprobleema.

Kiintopisteprobleemoilla ja tasapainoproblee-
moilla on erddnlainen dualistinen suhde, silld
ratkaisemalla tasapainoprobleeman ratkaisee
usein samalla vastaavan kiintopisteprobleeman
(Voutilainen, 2023a). Nash on kéyttinyt legen-
daarisissa peliteoriaa késittelevissd toissdin
(Nash 1950, 1951) todistuksissa Browerin ja
Kakutanin kiintopistelauseita.

Kiintopisteteorialla on runsaasti mielenkiintoi-
sia sovelluksia sekd vakuutusalalle ettd ylei-
semmin finanssialalle, ks. Voutilainen (2023Db).
Néitd ovat mm.

riskiteoreettiset arviot ja riskimallinnus
vakuutusmarkkinoiden dynamiikka
talletusvakuutus

sadstovakuutuksen hinnoittelu
vakuutuksen sddtoteoreettiset aspektit

hoivavakuutus
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vahinkovakuutuksen hinnoittelu
optimointikysymykset kotitaloudessa
jélleenvakuutuspeli

finanssisysteemit

dynaamiset systeemit
pankkiverkostot

sovellukset rahoituksen teoriothin

Kiintopistelauseet ovat térkeitd sekd matematii-
Kiinto-
pistealgoritmit, jotka perustuvat kiintopisteen

kan teorian ettd sovellusten kannalta.

etsinnélle, ovat tirkeitd numeerisessa matema-
titkkassa ja mm. optimoinnissa. Kiintopistealgo-
ritmeja voidaan kéyttdd mm. epélineaarisen op-
timoinnin gradienttimenetelmdn tukena, kuten
Jung (2017) on osoittanut.

Tasapainomalleilla on my0s runsaasti vakuutus-
sovelluksia (ks. Voutilainen, 2022), mm. vakuu-
tusmarkkinoiden tasapaino, jélleenvakuutus,
asymmetrisen informaation asettamat haasteet
vakuutusmarkkinoilla, epdsuotuisa vakuutetta-
vien riskien valikoituminen, monopolistiset /
kilpaillut vakuutusmarkkinat, talletusvakuutus,
moraalikato, Internet, signalointi, mainekysy-
mykset, lineaarinen tasapaino ja Nashin tasa-
paino. Taloudellisia tasapainomalleja kdytetdan
toki muillakin kuin vakuutusmarkkinoilla. Ta-
sapainoteoria on ldheistd sukua ja oikeastaan
osittain jopa pédllekkdinen peliteorian kanssa.
Peliteoria on myos velkaa kiintopisteteorialle
(esim. Nash, 1950, 1951)

Seuraava teoreema on kiintopisteteorian ja sa-
malla tasapainoteorian kulmakivia:

Banachin kiintopistelause. (Banach, 1922.)
Olkoon (X,d) epityhja tdydellinen metrinen
avaruus ja olkoon f : X — X avaruuden X kont-
raktio, toisin sanoen on olemassa reaaliluku

0 < g < 1 siten, ettd d(f(x), f(y)) < qd(x,y)

kaikilla x,y € X. Talloin kuvauksella f on tés-
maélleen yksi kiintopiste a. Lisdksi kyseinen
kiintopiste voidaan 10ytdd seuraavasti: Olkoon
Xxg avaruuden X mielivaltainen piste. Mééritel-
ld4n lukujono x, = f(x,_;), n = 1,2,3,... Tdmi
jono suppenee kohti kiintopistettd a.

Huomattava osa kiintopisteteorian tutkimukses-
ta viime aikoihin saakka on ollut matematiikan
tutkimukselle tyypilliseen tapaan selvittda,
kuinka paljon ja miten Banachin kiintopiste-
lauseen oletuksia voidaan lieventdd niin ettd
kiintopisteen olemassaolo ja etsintdalgoritmin
validiteetti sdilyvét. Kontraktion olemassaoloa
lievempid késitteitd luettelee mm. Voutilainen
(2023a), s. 96. Iteroivat menetelmét Banachin
kiintopistelauseen mallin mukaan ovat suosittu-
ja kiintopiste- ja tasapainoprobleemojen ratkai-
sussa.
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DIGIPHYSLAB — KOKEELLISTA FYSIIKKAA KANNY-

KALLA

Pekka Pirinen ja Antti Lehtinen
Jyvdskyldn yliopisto

oronapandemia pakotti yliopistot ympéri maailman muuttamaan toimintatapo-
K jaan ja siirtymddn etdopetukseen sukupolvelle ennennidkemittomassi laajuu-
dessa. Erityisesti kokeellisen fysiikan kurssien osalta pakotettu etatyoskentely tuli
useimmille fysiikan laitoksille puskista, eikd valmista toimivaa ratkaisua kokeelli-
sen tyoskentelyn tekemiseen muualla kuin kampuksen laboratoriotilassa ollut.

Vaivaan kehitettiin lddke: Erasmus+-hanke De-
veloping Digital Physics Laboratory Work for
Distance Learning (DigiPhysLab, 3/2021—
2/2023, Kuva 1), jonka pidiasiallisena tavoittee-
na oli kehittdd ja julkaista 15 huolellisesti ar-
vioitua etdtydskentelyyn sopivaa fysiikan labo-
ratoriokoetta valmiina kayttoon yliopistoissa
ympéri maailman. Jyvéskyldn yliopiston fysii-
kan laitoksen ja yliopistonlehtori Antti Lehtisen
koordinoiman hankkeen yhteistydkumppaneina
toimivat Gottingenin (Saksa) ja Zagrebin
(Kroatia) yliopistot.

Moderneja digitaalisia apuvilineitd, kuten dly-
puhelimia, hyodyntdvét laboratorioty6t tarjoa-
vat kustannustehokkaan ja saavutettavan ratkai-
sun kokeellisen tydskentelyn etdjérjestelyihin,
kuten myds Heikkinen ym. (2021) huomasivat

korona-ajan haasteita késittelevissa kirjoituk-
sessaan Arkhimedeen numerossa 1/2021. Ennen
kaikkea digilaitteet mahdollistavat oman aineis-
ton kerddmisen tutuilla vilineilld perinteisen
laboratorioympériston ulkopuolella. Klein ym.
(2021) havaitsivat, ettd kokeelliset tyot, joissa
kaytettiin opiskelijan itse mittaamaa aineistoa,
johtivat paremmaksi koettuun oppimiseen kuin
ty0t, joissa annettiin jonkun muun mittaamaa
dataa opiskelijan analysoitavaksi. Lisdksi dly-
laitteiden kayttd fysikaalisten mittauksien te-
kemiseen voi Hochbergin ym. (2018) mukaan
lisétd opiskelijoiden kiinnostusta tydskentelyyn
sekd mielenkiintoa tutkittavaa ilmi6td kohtaan.
Digitaalisen osaamisen vaatimukset yhteiskun-
nassa kasvavat jatkuvasti (ks. Carretero ym.,
2017), joten digitaalisten taitojen opetteluun on
jarkevad panostaa fysiikan opetuslaboratoriois-
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Kuva 1: DigiPhysLab-projektin vékea projektin ta-
paamisessa Zagrebissa joulukuussa 2022. Vasem-
malta lukien Ana SuSac, Pekka Pirinen, Lucija
Roncevi¢ ja Simon Lahme.

sa muulloinkin kuin vain pakotetun pandemia-
ajan etityoskentelyn aikana.

DigiPhysLab-HANKKEESSA KEHITETYT
KOKEELLISET TYOT

DigiPhysLab-hankkeessa kehitetyt kokeelliset
ty0t seuraavat suuntausta, jossa fysiikan sisdlto-
jen sijaan keskioon nostetaan kokeellisen tyos-
kentelyn taidot. Esimerkiksi Walsh ym. (2022)
ovat ndyttdneet, ettd oppimistavoitteissaan eks-
plisiittisesti kokeellisen tydskentelyn taitoihin
keskittyvit laboratoriokurssit kehittdvat opiske-
lijoiden kriittisen ajattelun taitoja sekd ohjaavat
opiskelijoiden asenteita ja nikemyksia kokeelli-
sesta fysiikasta asiantuntijamaiseen suuntaan
enemman kuin kurssit, joilla keskitytddn ensisi-
jaisesti tai yhtéldisesti vahvistamaan fysiikan
teoriasisdllollistd osaamista kédytdnnon kautta.
Jyviskyldn yliopiston fysiikan laitos on kirjoi-
tushetkelld uudistamassa perus- ja aineopinto-
jen kokeellisen fysiikan opetustaan vastaamaan

paremmin alan tuoreimman tutkimuksen viitoit-
tamaa mallia. DigiPhysLab-hankkeen suunnit-
telemia laboratoriotditd oli jo kdytdssd ensim-
madiselld uuden kokeellisen fysiikan kokonai-
suuden pilottikurssilla syksylla 2022.

Suurin osa DigiPhysLab-hankkeen kokeellisista
toistd on suunniteltu sellaisenaan toimivaksi
osana yliopistofysiikan perusopintojen labora-
toriokursseja ja useat ideat ovat helpohkosti
muokattavissa myos lukio-opetukseen sopivak-
si tai demonstraatioksi. Muutama tyd vaatii
hieman enemmaén valmiita kokeellisen tyosken-
telyn taitoja tai matemaattisia valmiuksia.
Kaikki kehitetyt kokeelliset ty6t on pilotoitu
opiskelijoiden kanssa, ja havaintojen pohjalta
laadimme jokaisesta tyOstd erillisen opettajan
version, johon on kerdtty vinkkejé tdiden toteu-
tukseen seka erilaisiin variaatioihin.

Esittelemme téssd artikkelissa kaksi esimerkkié
DigiPhysLab-toistd. Digitaalinen signaalinka-
sittely (Digital Signal Processing) -nimelld kul-
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keva kokeellinen tyé perehdyttdd digitaalisen
signaalinkdsittelyn perusteisiin ja erityisesti
diskreetin Fourier-muunnoksen kayttoon kiih-
tyvyysanturipohjaisen virindanalyysin kautta.
Ty0ssd opiskelija valitsee tutkittavaksi jonkin
oletettavasti jaksollisesti vardhtelevin signaalin,
suunnittelee ja toteuttaa puhelimen kiihtyvyy-
santurilla sopivat mittaukset ja madrittdd sig-

naalissa esiintyvit taajuuskomponentit. Tutkit-
tava signaali voi olla esimerkiksi puhelimen
varindhélytys, pesukoneen linkous, syddmen
syke tai jokin muu opiskelijan itse keksima
kohde.

Oleellinen osa Digitaalinen signaalinkésittely
-ty0td on vuorovaikutteinen Jupyter notebook
-tydohje, joka esittelee esimerkkien ja pienten

signaalin taajuusspektri tulee nayttamaan.

times =
noise =
signal =

plt.scatter(times,signal)

plt.grid()

plt.xlabel('Aika (s)') # Nimedd akselin
plt.ylabel('Amplitudi') # Nimedd akselin
plt.show()

ftofsignal = fft(signal)
frequencies = fftfreq(N, T_s)[:N//2]
spectrum = 2.8/N * np.abs(ftofsignal[e:n//2])

plt.scatter(frequencies, spectrum)
plt.grid()

plt.xlabel('Taajuus (Hz)"') # Nimedd akselin
plt.ylabel( Amplitudi') # Nimedd akselin
plt.show()

Lisataan nyt signaaliin enemman sinikomponentteja. Alla oleva koodinpatka on kopio edellisesta. Muokkaa sité niin, etta 1 Hz siniaallon
kaveriksi signaaliin lisataan ainakin kaksi muuta siniaaltoa eri amplitudeilla ja taajuuksilla. Tee ennen koodin ajamista ennuste siitd, milta

‘, N = 64 # Naytepisteiden lukumdara (huom. kakkosen potenssi nopeuttaa FFT-algoritmin suoriutumista, mutta ei ole pakollinen)
T.s = 1.0 / 32 # Naytteiden vdli (kuinka monta sekuntia on jokaisen ndytteen v&lilla)
np.linspace(©.8, N*T_s, N, endpoint=False) # Luo ajan arvoista taulukon (listan), jossa on N pistettd T sekunnin vdlein
1.0*np.random.normal(@,0.25,len(times)) # Luo signaaliin lisattdvan satunnaisen kohinan. Otettu normaalijakaumasta, jonk
1.0*np.sin(1.0 * 2.0*np.pi*times) + 3.0*np.sin(3.4 * 2.0*np.pi*times) + 2.3*np.sin(14.0 * 2.8*np.pi*times) + noise

data = pd.DataFrame({"Frequency (Hz)":frequencies,"Spectrum (a.u.)":spectrum})
data.to_excel('frequency_spectrum.xlsx', sheet_name="sheet1', index=False)

#files.download("frequency_spectrum.xlsx") # Poista #-merkki rivin alusta tallentaaksesi taajuusspektrin tietokoneelle
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Nakyvatko kaikki lisaéamasi taajuuskomponentit taajuusspektrissa? Tallenna kuvaajasi ja kommentoi. Kokeile mys lisata naytteiden maaraa
N jakirjaa ylos, mita siita seuraa. Nyrkkisdantona tarkasteltavan signaalin téytyy olla sellainen, ettd a) vahintdan yksi jakso siséltyy otettuihin
N néytteeseen ja b) yksikéddn sen taajuuskomponenteista ei ylita puolta néytteenottotaajuudesta 1/T. Katsotaan seuraavaksi, mité tapahtuu,
jos saantoa b) ei noudateta.

Kuva 2: Kuvakaappaus Digitaalinen signaalinkasittely -tyon notebook-tydohjeesta (muo-
kattu hieman tilan sddstamiseksi). Opiskelijalle osoitetut ohjaavat tehtévit on esitetty li-
havoidulla fontilla ja tehtdvéssad pyydetty muokkaus koodiin on korostettu siniselld. Ku-
vaajissa esitetty kolmen eri taajuudella ja amplitudilla heilahtelevan sinifunktion ja sa-
tunnaisen kohinan muodostamasta signaalista otettu tarkastelujakso (vasemmalla) ja siitd
diskreetin Fourier-muunnoksen avulla mééritetty taajuusspektri (oikealla).

10
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tehtdvien kautta tarvittavat digitaalisen signaa-
linkésittelyn peruskésitteet, antaa vélineitd da-
tan kisittelyyn Python-ohjelmointia hyddyntden
sekd ohjaa aineiston analyysiin diskreetin Fou-
rier-muunnoksen avulla. Pyrimme rakentamaan
tyoohjeen siten, ettd aiempaa ohjelmointikoke-
musta ei tarvita, vaan notebook-tydohje (Kuva
2) selittad esitetyt koodinpatkét auki rivi riviltd,
kun niitd kdytetddn ensimmaéisen kerran. TyOssd
el keskitytd matemaattisiin tai ohjelmointitekni-
siin yksityiskohtiin, vaan tavoitteena on saavut-
taa intuitiivinen ymmarrys siitd, mitd diskreetin
Fourier-muunnoksen avulla voidaan tehdi. Li-
siksi opiskelija péddsee kayttamddn diskreettid
Fourier-muunnosta helposti ymmaérrettivéan ar-
kipdivédn ilmion mittaamiseen.

Toinen esimerkki liittyy fysikaalisten mallien
testaamiseen. Kun pullon suuaukon yli puhalle-
taan sopivalla tavalla, saadaan aikaan tasainen
soiva ddni, jonka taajuutta voidaan muuttaa li-
sadmadlld pulloon vettd. Miten tétd 1lmiota tulisi
mallintaa? Usein puoliavoimeen putkeen muo-
dostuvista seisovista aalloista puhuttaessa anne-
taan esimerkkind pullosta puhaltamalla saatava
adni. Toisaalta pulloa voidaan mallintaa my0s
Helmbholtzin resonaattorina, jossa pullon kau-
lassa oleva ilmakorkki” virdhtelee tietylld re-
sonanssitaajuudella pullon vatsassa olevan il-
man joustavuutta vasten.

Pullon mallinnus (How to model a bottle?)
-ty0ssé opiskelijoille annetaan puoliavoin putki
-mallista ja Helmholtzin resonaattori -mallista
johdetut lausekkeet pullosta puhaltamalla saa-
tavan ddnen taajuudelle. Tehtdvdnd on verrata
mallien antamia ennusteita puhelimen avulla
mitattuihin taajuuksiin sekd pohtia erityisesti
mallien rajoja. Huomionarvoista tydssad on, etti
tutkimuksen tulos ei ole minkdédn tunnetun ar-
von mittaaminen, vaan pikemminkin perusteltu
havainto siitd, miten juuri sinun valitsemaasi

N

pulloa ja siitd saatavaa dintd voidaan mallintaa.
Tyotd pilotoidessamme havaitsimme, ettd opis-
kelijat usein kyseenalaistavat ennemmin omat
mittauksensa ja menetelménsd kuin mallin an-
tamat ennusteet. Tyon kautta voidaan alustaa
hyvid keskusteluja mallien roolista kokeen
suunnittelemisessa ja tulosten tulkitsemisessa
sekd mallien rajojen ja rajoitteiden tunnistami-
sesta.

Kaikki DigiPhysLab-hankkeen julkaisemat 15
kokeellista tyotd, digitaalisia apuvilineitd hyo-
dyntdvien laboratoriotdiden kehittdmiseksi laa-
dittu arviointikysely sekd modernien fysiikan
kokeellisten téiden suunnittelun tueksi kehitetty
viitekehys 10ytyvit projektin verkkosivuilta
osoitteesta https://jyu.fi/digiphyslab.
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Konforminen Sobolev-kohomologiateoria ja sen
sovelluksia

[lmari Kangasniemi

Kvasisdadnnollisten ja muiden avaruutta
rajoitetusti vaaristelevien kuvausten tutki-
muksessa on jo pitkddn yhdistelty analyy-
sin ja topologian tyokaluja. Yhtena ilmen-
tyména tastd olen viime aikoina péaatynyt
soveltamaan konformista Sobolev-de Rham
-kohomologiaa alan tutkimukseen. Konfor-
misen kohomologian perusideat on tunnet-
tu jo Donaldsonin ja Sullivanin kvasikon-
formisista 4-monistoista kirjoittamassa ar-
tikkelissa [3], mutta konformikohomologian
suora kaytto on silti ollut rajallisempaa en-
nen teorian viimeaikaisia sovelluksia. Esit-
telen téassé kirjoitelmassa lyhyesti, mista
konformisessa kohomologiassa oikein on ky-
se ja mitd sen avulla on ldhivuosina saavu-
tettu.

De Rhamin lause

Algebrallinen topologia pyrkii erottelemaan
topologisia avaruuksia algebran keinoin.
Téssé ideana on esimerkiksi yhdistdd jo-
kaiseen topologiseen avaruuteen X ryhma
G(X), ja jokaiseen jatkuvaan kuvaukseen
f: X — Y homomorfismi f.: G(X) —
G(Y) siten, ettéd konstruktio séilyttad funk-
tioiden yhdistamisen ja identtiset kuvauk-
set. Konstruktiosta seuraa, ettd homeomor-
fismi h: X — Y indusoi isomorfismin

he: G(X) — G(Y). Jos siis jotenkin saa-
daan padteltyd, ettd G(X) ja G(Y) eivit
ole isomorfiset, saadaan osoitettua, ettd X
ja Y eivit ole keskendédn homeomorfiset.

Yksi tunnetuimpia esimerkkeja taméan-
laisesta  konstruktiosta singulaa-
riset  homologia- ja  kohomologiaryhmdt
Hi(X;K) ja H¥(X;K), missi k& on ei-
negatiivinen kokonaisluku ja K on kerroin-
rengas, kuten esimerkiksi Z tai R. Nama
ryhméat ovat K-moduleja, jotka tietyssa
mielessé laskevat k-ulotteisia reikid anne-
tussa avaruudessa X . Eritoten tapauksessa
K = R ryhmét Hy(X;R) ja H*(X;R) ovat
vektoriavaruuksia, joiden dimensio vastaa
avaruuden X k-ulotteisten reikien ma#raa.

ovat

Esimerkiksi jos X = R" \ {z1,..., 2},
missd,  pisteet x; ovat erillisid, niin
Hoo(X52) = HY(X3Z) = Z' ja

H, 1(X:R) =~ H" ' (X;R) = R..

Jokaiseen jatkuvaan kuvaukseen f: X —
Y voidaan liittdd homologiaryhmien va-
linen kuvaus f.: Hp(X;K) — Hp(Y;K).
Kohomologian tapauksessa sen sijaan
saadaan  vastakkaissuuntainen  kuvaus

. H¥(Y;K) — H*X;K). Indusoitujen
kuvausten ominaisuuksista seuraa, etté
jos avaruuksien X ja Y homologia- tai
kohomologiaryhmét eivat ole keskenadn
isomorfisia, niin talloin X ja Y eivit ole

13
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homeomorfiset. Kohomologia-avaruuksilla
voidaan lisaksi maaritella nk. kuppitulo U,
joka tekee H*(X;K):sta renkaan.

Klassinen de Rhamin lause kertoo, etta
jos avaruus X on siled monisto M, niin ko-
homologiaryhmit H*(M;R) voidaan myos
itse asiassa konstruoida téysin analyysin
avulla. T#td varten olkoon C°°(A*T*M)
sileiden k-differentiaalimuotojen avaruus
M:1la. Téalloin differentiaalimuotojen ulko-
derivaatta antaa kuvausjonon

{0} = C®(A’T*M) L (AT M) S ..

missa dod = 0. Moniston M k:nnes de Rha-
min kohomologia on talldin tekijavektoria-
varuus

Hng(M) = ker(dy)/im(dy_1),

missa d;:114 merkitddn sileiden z-muotojen
ulkoderivaattaa. Liséksi kohomologian kup-
pitulo saadaan itse asiassa muotojen ulko-
tulosta kaavalla [wi] U [wa] = [w1 A wy, ja
jos f: M — N on siled kuvaus, niin ku-
vaus f*: H®*(N;R) — H*(M;R) saadaan
suoraan differentiaalimuotojen pullback-
kuvauksesta kaavalla f*[w] = [f*w].

De Rhamin lauseen mukaan H4; (M) ja
H*(M;R) ovat siten luonnollisella taval-
la isomorfiset sekd vektoriavaruuksina etta
renkaina. Nain ollen analyysin avulla kon-
struoitu HE, (M) oikeasti laskeekin avaruu-
den topologista ominaisuutta.

Siirtyminen Sobolev-

teoriaan

De Rhamin kohomologia soveltuu erinomai-
sesti sileiden kuvauksien topologisten omi-
naisuuksien tutkimiseen. Mutta enté jos ku-
vaus f ei olekaan siled?

Osoittautuu, ettd vastaavanlaisen teo-
rian pystyy konstruoimaan myos Sobolev-
saannollisille differentiaalimuodoille. Nimit-
tdin jos w on lokaalisti integroituva mi-
tallinen k-muoto n-monistolla M, niin sen
heikko ulkoderivaatta dw voidaan méaaritella
vaatimalla, etta

[ awnn=apn [

M
kaikilla kompaktikantajaisilla sileilld (n —
k — 1)-testimuodoilla 7.

Heikon ulkoderivaatan avulla saadaan ai-
kaiseksi muodoille Sobolev-avaruus: méa-
rittelemme, etti w € WaPI(AFT*M) (tai
w € WEPY(ART* M), jos funktio |w| on (lo-
kaalisti) LP-integroituva, ja w:lla on heik-
ko ulkoderivaatta dw jolle |dw| on (lokaa-
listi) Li-integroituva. Heikoille ulkoderivaa-
toille patee aina ddw = 0, ja siten voim-
me muodostaa samanlaisen ketjukomplek-
sin kuin siledssa tapauksessa:

w A dn

{0} = Wt (AT M)
i> mﬁ’pl’pQ(AlT*M)

C

d
— ...,

missa eksponentit py ovat jotain reaaliluku-
ja valilta [1, oo].

Osoittautuu, ettd Sobolev-versio téasta
de Rhamin kompleksista tuottaa tietty-
jen ehtojen toteutuessa taysin identtiset
kohomologia-avaruudet kuin siled versio.
Tamén taustalla on sama koneisto joka to-
distaa alkuperiisen de Rhamin lauseen: ni-
mittain lyhteet ja lyhdekohomologia, joiden
yksityiskohtiin emme suuremmin ehdi pa-
neutua téssa kirjoitelmassa. Koneisto vaa-
tii muutamia ehtoja avaruuksiltamme, jois-
ta yksi on se, ettd jonomme avaruudet ovat
oleellisesti lokaalisti maériteltyja. Globaa-
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lien avaruuksien WaPkPk+L(AFT*M) Kiyt-
tdminen néet johtaa taysin erilaiseen teo-
riaan, jossa kohomologia-avaruuksien laske-
minen on huomattavasti hankalampaa, jos
M on epakompakti.

Toinen kriittinen ehto sille, ettd saataisiin
samat kohomologia-avaruudet kuin siledssé
tapauksessa, palautuu lopulta siihen, etta
eksponenteille p, péatee differentiaalimuoto-
versio Sobolev-Poincarén epdyhtaldsta:

lw — WD”LPk < Cpyprsr.D ”dW”LPkH(D) ,
missd D on riittavan siled rajoitettu R™:n
alue, w € WoPPL(ARD) ja wp €
dWePePe(AR=1DY on w:sta riippuva muo-
to. Tama epayhtilo pidtee eksponenteille
Pk, Prk+1 € (1,00), jos ne toteuttavat ehdon
p,;l +n7t> p,;il. Rajaeksponenteilla p, =
o0 ja pgr1 = 1 kuitenkin vaaditaan hie-
man vahvempi ehto p; ' +n~! > p. !, Yk-
sityiskohtainen késittely muotojen Sobolev-

Poincarén epayhtalosta 16ytyy mm. artikke-
lista [5].

Konforminen kohomolo-
gia ja kvasisaannolliset

kuvaukset

Jos M, N ovat reunattomia suunnistettu-
ja Riemannin n-monistoja, niin jatkuva
Sobolev-kuvaus f € W,.™(M, N) on kvasi-
sadnnollinen, jos se toteuttaa epayhtilon

IDfI" < Ky
melkein kaikkialla, missdé K € [1,00) on

vakio. Ehto on yleistys holomorfisuudes-
ta ja johtaa teoriaan, jossa on vastineita

useille kompleksianalyysin lauseille. Diffe-
rentiaalimuotojen kannalta kriittisin kvasi-
sdannollisten kuvausten ominaisuus on, et-

td jos f: M — N on kvasisdannéllinen ja
w e LYF(AFN), niin f*w € LF(AFM). Li-
siksi jos w € T/Vlicn/k /D (ART*NY | niin
ffdw = df*w. Siten luonnollisimmin kva-
sisadnnollisiin kuvauksiin sopiva Sobolev-
de Rham -kohomologiateoria kayttaa eks-

ponentteja pp = n/k.

Nama eksponentit py n/k toteutta-
vat juuri ja juuri edelldmainitun Sobolev-
Poincarén epéyhtdlon kun k£ € {1,...,n —
2}. Rajaeksponenteilla py = oo ja p, = 1
epayhtalo ei kuitenkaan aivan toimi. Té-
ta ongelmaa voi kuitenkin halutessaan ryh-
tya korjaamaan hyodyntamalla kvasisdan-
nollisten kuvausten korkeampaa integroitu-
vuutta: jos f on kvasisééinnéllinen, niin it-
se asiassa f € W,oP(M, N) jollekin p > n.
Téaméan avulla on mahdollista laajentaa tai
supistaa joitakin LP-integroituvuusehtoja
kompleksissa hieman, ja silti pysya luokas-
sa joka sdilyy kvasisaannollisten kuvausten
pull-backissa. Esimerkkeja téallaisista muok-
kauksista 10ytyy artikkeleista [3] ja [9]. Ar-
tikkelin [3] muokkaukset séilyttévit myos
sen ominaisuuden, ettd kohomologian kup-
pitulo U saadaan laskettua muotojen ul-
kotulolla A. Toisaalta artikkelin [9] muok-
kaukset siilyttavit I/Vld n/kn/ (D) _gvaruudet
muuttumattomina mahdollisimman suures-
sa osassa kompleksia.

Naitd muokattuja Sobolev-de Rham -ko-
homologiateorioita voidaan kollektiivisesti
kutsua konformisiksi kohomologiateorioiksi,
ja niiden yhteispeli kvasisadnnollisten ku-
vausten kanssa on suunnilleen yhta suju-
vaa kuin alkuperédisen de Rhamin kohomo-
logian yhteispeli sileiden kuvausten kanssa.
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Erittelemme nyt tdmén kohomologian so-
velluskohteita kvasisddnnollisten ja muiden
samankaltaisten kuvausten tutkimuksessa.

Kvasisaannollinen elliptisyys

Jos kvasisadnnollinen kuvaus f: M — N
on ankara (engl. “proper”), eli jos f'K
on kompakti jokaiselle kompaktille K C
N, niin pull-backille f*: LM*(AFN) —

loc
LYF(AEM)  voidaan mééritelli  toispuo-

leinen kiiénteiskuvaus f,: LF(AFM) —

loc

LYF(AEN) siten, etti fod = df, ja fof* =
id. Talloin erityisesti f*: H*(N;R) —
H*(M;R) on injektiivinen. Huomattavaa
on, ettéd jos M and N ovat suljettuja monis-
toja (eli kompakteja reunattomia monisto-
ja), niin f on automaattisesti ankara. Teo-
ria antaa siten valittoméan rajoitteen suljet-
tujen monistojen vilisille kvasisaannéllisil-
le kuvauksille: sellainen kuvaus f: M — N
voi olla olemassa vain, jos H*(N;R) on iso-
morfismia vaille H*(M;R):n aliavaruus.

Teorian soveltaminen tulee kuitenkin
huomattavasti hankalammiksi kun M on
epakompakti, silla téalloin kuvauksesta f* ei
pysty suoraan sanomaan mitddn samankal-
taista kuin suljettujen monistojen tapauk-
sessa ilmeneva injektiivisyys. Téassd kon-
tekstissa eniten tutkittu kysymys on, et-
td mille yhtenéisille kompakteille suun-
nistetuille monistoille N on olemassa va-
kiosta poikkeava kvasisddnnollinen kuvaus
f:R® — N. Talloin N:n sanotaan olevan
kvasisadnnollisesti elliptinen.

Merkittdvia kohomologisia rajoitteita
kvasisaannollisesti elliptisille monistoille
ovat osoittaneen ensin Bonk ja Heinonen
[2], ja sittemmin Prywes [11]. Prywe-
sin vihdoin saavuttama tulos on, etté

jos N on kvasisddnnollisesti elliptinen,
niin  kohomologia-avaruus H*(N;R) on
H*(T"; R):n vektorialiavaruus, missa T" on
n-torus. Naissa tuloksissa ei ole suoraan
kéytetty Sobolev-kohomologiateorioita,
mutta Sobolev-kohomologian perusideat
ovat silti huomattavassa roolissa todistuk-
sissa.

Tasaisesti kvasisaannolliset ku-
vaukset

Sobolev-kohomologian hyoédyt tulevat sel-
vemmin ilmi tutkittaessa tasaisesti kva-
sisaannollisia kuvauksia. Kvasisdannollinen
itsekuvaus f: M — M on tasaisesti kva-
sisddannollinen, jos sen jokainen iteraatti
fofo---of on K-kvasisaannollinen samalla
K:n arvolla. Taméa on huomattavasti taval-
lista kvasisaannollisyytta vahvempaa, silla
tavallista kvasisdannollistd kuvausta iteroi-
dessa parhaan mahdollisen K:n arvo yleen-
sd kasvaa.

Jos M on suljettu suunnistettu yhte-
ndinen Riemannin n-monisto, niin sanom-
me sen olevan tasaisesti kvasisdainnollises-
ti elliptinen, jos loytyy vakiosta poikkea-
va epainjektiivinen tasaisesti kvasisaannol-
linen f: M — M. Tama ominaisuus on l&-
heisesti kytkoksissé kvasisaannélliseen ellip-
tisyyteen: jokainen tasaisesti kvasisaannol-
lisesti elliptinen monisto on kvasisdannolli-
sesti elliptinen.

Konformisen kohomologian soveltami-
nen tasaisesti kvasisadnnollisen elliptisyy-
den tutkimiseen alkoi yhteisprojektissani
Pankan kanssa [9], ja jalostui edelleen kah-
dessa my6hemmaéssé julkaisussa [7, 6]. Teo-
rian kulminaationa 16ytyi ensimmaéainen ra-
joite, joka osoittaa tasaisesti kvasisdannol-
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lisen elliptisyyden olevan aidosti kvasisédan-
nollista elliptisyytta voimakkaampi ominai-
suus. Rajoite, joka ratkaisi tdmén, on seu-
raava [6]:

Lause 1. Olkoon M suljettu yhtendi-
nen suunnistettu Riemannin n-monisto.
Jos M on kvasisidinnollisesti elliptinen,
niin H*(M,R) on algebraisomorfismia vail-
le R™:n ulkoalgebran N*R™ alialgebra. Lisdik-
st tamd alialgebra on suljettu R™:n standar-
din Cliffordin tulon suhteen.

Viimeinen Cliffordin tuloon liittyvé omi-
naisuus osoittautuu suureksi erontekijaksi
kvasisdannollisen ja tasaisesti kvasisaannol-
lisen elliptisyyden vélilla. Nimittdin Rick-
man [12| on osoittanut, ettd monisto M =
(S? x S?)#(S? x §?) on kvasisadnnollisesti
elliptinen. Clifford-tuloon perustuva rajoite
taas osoittaa, ettd M ei voi olla tasaisesti
kvasisdannollisesti elliptinen.

Tulokset perustuvat vahvasti siihen, etta
tutkitaan itsekuvauksen f*: H¥(M;R) —
HY(M;R) ominaisarvoja. Kohomologiaan
indusoitu kuvaus f* mnéet osoittautuu
kompleksisesti diagonalisoituvaksi, ja siten
kohomologia-avaruudelle 16ytyy kompleksi-
nen kanta kuvauksen f* ominaisvektorei-
ta. Toinen avain todistukseen on tutkia
muotoja, joilla on minimaalinen L™/*-normi
kohomologialuokassa; nama muodot ovat
p-harmonisia arvolla p n/k. Eritoten
jos minimointi tehddén oikean f-invariantin
(mitallisen) metriikan g; suhteen, niin f*
itse asiassa kuvaa minimoivat muodot toi-
sille minimoiville muodoille. Seuraa, etta
jokainen kompleksinen konformikohomolo-
gian ominaisvektoriluokka ¢ € H*(M;R) ®
C tuottaa kompleksikertoimisen muodon
w € LY*ANMT*M @ C), jolle f'w = Aw.

Tulokset seuraavat ndiden muotojen saén-
nollisyysominaisuuksien tutkimisesta.
Todistus itse asiassa johtaa lopulta tilan-
teeseen, jossa tasaisesti kvasisddnnollises-
ti elliptiselld monistolla metriikan g; suh-
teen (n/k)-harmoniset k-muodot muodos-
tavat algebran. Taméa on hyvin yllattava ja
rajoittavalta vaikuttava ominaisuus: muo-
tojen (n/k)-harmoninen yhtalé on epéline-
aarinen kun k # 2, mutta tasaisesti kva-
sisaannollinen kuvaus silti pakottaa ratkai-
sut sailyméan yhteenlaskussa. Taméa myos
paljastaa yhteyden Kotschickin [10] mé&é&rit-
telemiin geometrisesti formaaleihin momnis-
tothin, jotka ovat monistoja, joilla on met-
riikka g, jonka suhteen harmoniset muodot
muodostavat algebran. Koska todistetut ko-
homologiset rajoitteet seuraavat itse asiassa
téysin néista (n/k)-harmonisten muotojen
sdailymisominaisuuksista, ollaan siis paadyt-
ty jonkinlaiseen konformivastineeseen geo-
metrisesti formaalien monistojen teorialle.

Aarellisen vaannon kuvaukset

Alkuvuodesta valmistuneessa yhteisprojek-
tissa Onnisen kanssa on myos 16ytynyt so-
vellus konformiselle kohomologialle darelli-
sen vdannon kuvausten teoriassa [8]. Ad-
rellisen vdadnnon kuvaus f: M — N on
kvasisdannollisen kuvauksen yleistys, joka
toteuttaa muutoin saman ehdon |Df|" <
K J¢ melkein kaikkialla, mutta tilla kertaa
K: M — [1,00) on mitallinen kuvaus. A#-
rellisen vadnnon kuvauksien teoria on hyvin
samankaltainen kuin kvasisdannéllisten ku-
vausten, mutta tulokset vaativat jonkin mi-
nimioletuksen K':n integroituvuudesta, ku-
ten esim. K? € Ll (M) tai exp(pK) €
L. (M) jollakin tietylld p € (0,00).

Sovelluksen mielenkiinto on kuitenkin sii-
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né, etta se avaa osan darellisen vaannon ku-
vausten teoriaa, jolle ei ole varsinaista kva-
sisadnnollisten kuvausten vastinetta. Keski-
tymme tuloksessa nk. monotonisiin aarel-
lisen vaannon kuvauksiin: jatkuva kuvaus
f: M — N on monotoninen, jos f~{y} on
yhtendinen kaikilla y € N. Vakiosta poik-
keava monotoninen kvasisddnnéllinen ku-
vaus on aina homeomorfismi. Sama pétee
monotonisille dérellisen vaannon kuvauksil-
le f € WE (R R"), jos K"! € LL_(R").
Tata pienemmilld eksponenteilla kuitenkin
herdd seuraava kysymys: millaisia mono-
tonisen &ddrellisen vadnnon kuvaukset pis-
tealkukuvat f~'{y} voivat olla kun K? €
L. (R™) jollakin p < n — 17

Alkupisteen téssa antaa Henclin ja Malyn
tulos [4], jonka mukaan annetulla g € (0, n—
1] saamme, ettd f~!{y}:n Hausdorff ¢-mitta
hivids, jos K9/ ¢ Ll (R"). Tami ei
kuitenkaan ole ainoa rajoitus. Nimittéin
Bing [1] on konstruoinut R3:ssa monotoni-
sen kuvauksen, jolla on lenkkeja muodosta-
via pistealkukuvia. Saimme Onnisen kans-
sa tarkistettua, ettd talld kuvauksella on
adrellisen vaannon Lipschitz-edustaja, jolle
K? € L (R?) kun p < 1/2.

Henclin ja Malyn rajoitus yksinadn sal-
lisi huomattavasti korkeamman integroitu-
vuuden tdmén esimerkin K:lle. Sen sijaan
konforminen kohomologia paljastaa, miksi
esimerkki ei voi saavuttaa ehtoa K'/? ¢
Li (R3). Tami niet johtuu seuraavasta ra-

loc

joitteesta [8]:

Lause 2. Jos f: Q — Q' on ankara mon-
otoninen surjektitvinen ddarellisen vadnnon
kuvaus R™:n yhtendisten aluerden vdlilla, ja
jos f € WM, R™), niin jokaiselle k €
{0,1,...,n} on olemassa sellainen rajaeks-

ponentti p = p(n, k) € [0,n — 1), ettd jos

~

K? € L (Q), niin H*(f7'B"(z,r); R)
HE(B™(z,7);R) aina kun B (x,r) C V.

Kun k£ € {0,n — 1,n}, niin p = 0 taysin
topologisista syistd. Kun n = 3 ja k = 1,
niin rajaeksponentti on p = 1/2, ja tamén
rajaeksponentin tarkkuus seuraa Bingin esi-
merkin Lipschitz-versiosta. Yleisesti todis-
tuksen antamat rajaeksponentit noudatta-
vat lainalaisuutta, jonka nékee seuraavasta
taulukosta. Dimensioissa n > 3 emme tieda
ovatko saadut rajaeksponentit tarkkoja vai
eivat.

n=2 00 0
n=3 0200
n=4 02200
n=>5 022200
n=6 05 22300
n=7 033353300
n=8 053441300
n=9 03500

Kuva 1: Lauseen 2 antamia rajaeksponent-
teja eri n:n ja k:n arvoilla.

Miten tata rajoitetta sitten voi sovel-
taa pistealkukuviin f~*{y}? Esimerkiksi jos
f~Hy} on siledisti upotettu S!, niin til-
16in riittévin pienilld r joukolla f~1B™(y,r)
taytyy olla epétriviaali 1-kohomologia,
oleellisesti koska S!:lli on myds epétri-
viaali 1-kohomologia. Tam&a on kuiten-
kin mahdotonta, jos H(f 'B"(x,7))
H'(B"(z,r)). Niin ollen tulos rajoittaa sel-
laisten f~'{y}mn topologioiden esiintymis-
td, joiden poikkeamat yksittaisesté pistees-
td nikyvit myos f~'{y}:mn pienissi ympé-
ristoissa.

~
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Rajoitteen todistus myds tuo pari uut-
ta vivahdetta konformikohomologian sovel-
tamiseen. Ensinnékin todistus perustuu sii-
hen, ettd saadaan ensin kuvaus f, tavallisel-
ta de Rhamin kohomologialta konformiselle
kohomologialle, ja sitten kuvaus f* konfor-
miselta kohomologialta I/Vli’cl’l—avaruuksien
kohomologialle. Rajaeksponentit ovet pie-
nimmat mahdolliset arvot, joilla ndma ku-
vaukset toimivat, ja kuvausten f, ja f* toi-
miminen on itse asiassa hyvin riippuvaista
siitd, ettd kaytdmme valissd juuri konfor-
mista kohomologiaa.

Toinen erikoisuus on, ettd sama todistus
tehddan sekd tavallisella kohomologialla,
ettd kompaktikantajaisella kohomologialla.
Nimittain kayttamalla kompaktikantajaisia
muotoja de Rham-tyyppisissié komplek-
seissa, saadaan kohomologia-avaruudet
HE(M;R), jotka yhteniisilli suunnis-
tetuilla M ovat itse asiassa isomorfiset
avaruuksien H"%(M;R) kanssa. Todistus
kompaktikantajaisella kohomologialla an-
taa paremman rajan pienilla k, kun taas
todistus tavallisella kohomologialla antaa
paremman rajan suurilla k. Taulukkoon
kerdtyt rajaecksponentit ovat siten saatu va-
litsemalla naista kahdesta rajasta parempi,
mika selittda taulukon nollasta poikkeavien
lukujen keskeissymmetrian.
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KOLUMNI

AKATEMIAN JALKAVAKI:

JOHTAAKO KORONA-AIKA LAPINAKYVAMPAAN JA AVOIMEMPAAN

TIETEESEEN?

Kalle Nordling

vieraileva meritdhti Norjassa suorittamassa ilmastotutkimusta

aailman terveysjarjestd6 WHO ilmoitti

hiljakkoin, ettd koronan aiheuttama ter-
veyshétitila on nyt virallisti ohi. Lienee syyti
pohtia miten tuo muutaman vuoden ajanjakso
muutti tieteen tekemisté ja tiedeyhteisdja. Pala-
taan ajassa aikaan ennen koronaa. Tieteen te-
kemisessd korostuivat instituutiot, kuten yli-
opistot ja tutkimuslaitokset. Pddsddntdisesti tie-
deyhteisot kokoontuivat sddnnéllisesti noin ker-
ran vuodessa yhteen esittelemién omia tutki-
muksiaan ja keskustelemaan mité tehtéisiin seu-
raavaksi. Kokousten vililld tutkija sai lukea
muiden tutkijoiden artikkeleita ja pysyi niin
karryilla siitd mitd muut tutkijakollegat tutkivat.
Tamainkaltainen yhteyden pito oli toki toimiva,
mutta sangen hidas.

Sitten tuli korona ja tiedeyhteison, kuten koko
ympérdivan yhteiskunnan, piti muuttaa kom-
munikointitapojaan. Tuli etdkokoukset, etikon-
ferenssit ja etdseminaarit. Etdkonferenseissa oli
hankala verkostoitua mutta esitysten kuulemi-
nen onnistui usein yhtd hyvin zoomin vélityk-
selld kuin paikanpaéllékin, sekd oli mahdollista
esittdd kysymyksié siind missd paikanpaalldkin.

21

Jos tarkoituksena on esittdd meneillddn olevaa
tutkimusta tai jo tehtyd tutkimusta, niin timéa on
ihan kelpo formaatti. Voisiko tété sitten soveltaa
sithen, ettd meilld olisi tiysin virtuaalisesti toi-
mivia tutkimusyhteisdja?

Koronan aikana ihmiset tottuivat etdtydskente-
lyyn, ja moni jérjesti hyvit tyokalut kotitoimis-
toihin, jossa oli mahdollista pitdd hyviad etdko-
kouksia. Ehkdpé osittain timédn vuoksi tutkijoi-
denkin on ollut helpompi hyvéksyéd uusia tut-
kimuksen esitysfoorumeita. Pandemian alku-
vaiheessa ilmastotieteessd esimerkiksi syntyi
“ESC cloud feedback symposio”, joka on ker-
ran kuukaudessa pidettivd seminaari, joka on
tdysin avoin kaikille. Seminaari eroaa perintei-
sistd tiedeseminaareista siten, ettd myos tutki-
muskentin ulkopuoliset henkil6t voivat seurata
seminaarisarjaa etdnd. Kerran kuukaudessa ta-
pahtuvat kokoontumiset mahdollistavat huo-
mattavasti nopeamman tiedon jakamisen ja
uusien tutkijoiden on huomattavasti helpompi
alkaa muodostamaan omia verkostoja. Etdse-
minaarit ovat monesti helpompia jarjestdd kuin
fyysistd ldsndoloa vaativat tapahtumat, ja sen
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vuoksi niiden voisi ndihdd nopeuttavan tutki-
mustiedon ja ajatusten vaihtoa tieteilijoiden
kesken.

Hypoteettisesti voisi my0s ajatella, ettd tdmin
tyyppiset avoimet seminaarit ja esimerkiksi
kansalaistieteen vahvempi rooli muuttavat tut-
kimuksen tekemisen raameja. Tarvitaanko sitten
instituutioita esimerkiksi tieteellisten tyokalujen
kehityksessd? Tdmikin onnistuu nykyddn maa-
ilmanlaajuisesti hajautettuna erilaisten version-
hallinta tydkalujen avulla. Avoimen tieteen uto-
pilamaailmassa emme endd tarvitse yhtd insti-
tuutiota ylldpitdmédn esimerkiksi ilmastomallia,
vaan tdmén voi hoitaa yhteisd, samaan tapaan
kuin LINUX-kéyttojarjestelmén ydintd on kehi-
tetty alusta alkaen.

Todennékdisesti kuitenkin instituutioiden vahva
rooli tutkimuksen tekemisessé tulisi sdilyméddn.
Esimerkiksi ilmastotutkimus ei onnistu katta-
vasti ilman ilmastomalleja, jotka vaativat super-
tietokoneinfrastruktuuria ymparilleen, ettd niitd
voidaan ajaa. Instituutiot tarjoavat myds kon-
kreettisen ty0- ja kohtaamispaikan tutkijoille ja
tastd tulevat edut, mikd usein on houkuttele-
vampi vaihtoehto tutkijoille verrattuna itsenii-
sen apurahatutkijan arkeen.

Korona-ajan voi ndhdd omalla tavallaan kiih-
dyttdneen avoimen tieteen tekemisti, kun tutki-
joiden ei endd tarvitse toimia vanhanaikaisesti
pelkdstddan kasvotusten voidakseen jakaa kes-
kenerdisid tutkimustuloksia. Tieteen tekemisen
siirtyminen ldpindkyviin ja avoimiin ymparis-
toihin on vain hyvé asia. Néin tutkimuksen 14-
pindkyvyys lisddntyy, tutkimuksien laadun
varmistaminen on helpompaa, seki tutkimusten
toistettavuus on edes jollakin tapaa mahdollista.
Ehképd seuraava edistysaskel avoimen tieteen

osalta voisi 10ytya kalliiden julkaisumaksujen
saralta, jotka hidastavat avointa tutkimusta
merkittavasti.

KA MMM MMt
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