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ARTIKKELIT 

JOUKKOJEN JA FUNKTIOIDEN ERITYISPISTEISTÄ  
                                                  
Raimo Voutilainen 

JOUKOT

Jos joukolla ei ole algebrallista tai topologista 
rakennetta, sille on hieman vaikea kuvitella eri-
tyispisteitä.  Algebrallinen struktuuri tuo muka-
naan laskutoimituksen tai parikin laskutoimitus-
ta, ja niiden avulla voidaan määritellä joukon 
laskutoimituksen suhteen neutraalialkio, jota 
voidaan hyvin kutsua erityispisteeksi. Tunne-
tusti nolla on yhteenlaskun neutraaliako ja yk-
könen kertolaskuin neutraalialkio, kunhan 0/1 
kuuluvat annettuun joukkoon. Yhteenlasku on 
määritelty mm. puoliryhmässä, ryhmässä ja 
Abelin ryhmässä laskutoimituksen ominaisuuk-
sien lisääntyessä tässä järjestyksessä, ja toisena 
laskutoimituksena mukaan tulee kertolasku 
mm. renkaissa ja kunnissa, ja sen ominaisuudet 
lisääntyvät edellisestä jälkimmäiseen siirryt-
täessä. Nolla on oikeastaan myös kertolaskun 
erityispiste, vaikka ei olekaan neutraalialkio. 
Nollahan ”mitätöi” eli nollaa toisen kerrottavan, 
on se mikä hyvänsä.

Topologinen struktuuri johtaa lukuisiin jou-
kon erityispisteisiin. Ne perustuvat avoimen 
joukon käsitteeseen, joka on topologian perus-
käsite. Erityispisteitä ovat mm. joukon sisäpis-
te, ulkopiste, reunapiste, kasautumispiste, kos-
ketuspiste ja erakkopiste.  Piste on joukon (tar-

kemmin sanottuna topologisen avaruuden os-
ajoukon) sisäpiste, jos sillä on avoin ympäristö, 
joka kokonaisuudessaan sisältyy joukkoon. Pis-
te on taas joukon ulkopiste, jos sillä on avoin 
ympäristö, joka kokonaisuudessaan sisältyy 
joukon komplementtiin. Piste on joukon reuna-
piste, jos se ei ole sen sisä- eikä ulkopiste. Jou-
kon kasautumispisteellä tarkoitetaan sellaista 
pistettä, jonka jokaisessa ympäristössä on jokin 
toinen joukon piste. Topologisen avaruuden  
osajoukon  kosketuspisteellä tarkoitetaan sel-
laista pistettä , että kaikki pisteen  ym-
päristöt sisältävät ainakin yhden :han kuulu-
van pisteen. Pisteen  ei ole välttämätöntä kuu-
lua :han. Jokainen kasautumispiste on samalla 
kosketuspiste, mutta joukolla saattaa olla myös 
erakkopisteitä, jotka kuuluvat joukkoon ja ovat 
myös sen kosketuspisteitä, mutta eivät kasau-
tumispisteitä. Tämän osoittaminen on helppo 
harjoitustehtävä lukijalle.

Sumeiden joukkojen teoriassa joukkoon täydel-
lisesti kuuluvien pisteiden (kuulumisaste 1) ja 
täysin kuulumattomien pisteiden (kuulumisaste 
0) voidaan katsoa olevan ko. joukon erityispis-
teitä. 

X
A

x ∈ X x
A

x
A
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FUNKTIOT

Seuraavassa käsitellään funktioiden erityispis-
teitä, joita voidaan määritellä todella lukuisasti.  
Otamme esille seuraavat: Ääriarvopisteet, 
käännepisteet, jatkuvuuspisteet, derivoituvuus-
pisteet, singulaaripisteet, analyyttiset pisteet, 
kiintopisteet ja tasapainopisteet.

Yhden muuttujan funktioiden ääriarvopisteitä 
(maksimit ja minimit) ja käännepisteitä käsitel-
lään lukion matematiikan kurssissa. Oleellinen 
kysymys minimin tai maksimin haussa on se, 
onko löydetty piste lokaali vai globaali ääriar-
vokohta vai ei kumpaakaan.  Ensimmäisen de-
rivaatan nollaantuminen ja toisen derivaatan 
merkkitarkastelu tulevat avuksi, jos funktio on 
ko. pisteessä ylipäänsä derivoituva eli differen-
tioituva. Toinen derivaatta paljastaa tällöin 
myös käännepisteen olemassaolon.  Ääriarvo-
tehtävä monimutkaistuu, jos funktio ei ole jos-
sakin pisteessä jatkuva tai derivoituva. Yhden 
muuttujan skalaarifunktion tapauksessa ääriar-
vojen haku perustuu paljolti derivaatan nolla-
kohtien hakuun.  Funktio voi tunnetusti olla 
jossakin pisteessä jatkuva, mutta ei derivoi-
tuva.  Käyvän alueen reunat ym. erityispisteet 
tutkitaan erikseen. Ääriarvojen hakuun on myös 
numeerisia menetelmiä, kuten Newtonin mene-
telmä. Newtonin algoritmi suppenee (mahdolli-
sesti lokaaliin) ääriarvopisteeseen yleensä hyvin 
nopeasti.

Pistettä, jossa funktio ei ole rajoitettu eli jossa 
funktio saavuttaa mielivaltaisen suuren tai pie-
nen arvon, kutsutaan usein funktion singulaari-
pisteeksi. Kompleksimuuttujan funktion ta-
pauksessa piste on myös erityispiste, kun funk-
tio on siinä derivoituva, ts. kompleksinen deri-
vaatta on olemassa ko. pisteessä. 

 

Useamman muuttujan funktioiden ääriarvojen 
haku kuuluu yliopiston matematiikan opintoi-
hin. Skalaarifunktion tapauksessa funktion de-
rivaatan yleistyksenä toimii vektoriarvoinen 
gradientti, joka koostuu funktion osittaisderi-
vaatoista. Gradientin yhtyessä nollavektoriin on 
löydetty ehdokas ääriarvoksi siististi käyttäyty-
vän funktion tapauksessa. Käyvän alueen reunat 
ym. erityispisteet tutkitaan tässäkin tapauksessa 
erikseen. Toisen derivaatan yleistyksenä on 
Hessen matriisi. jonka ominaisuuksista voidaan 
tehdä päätelmiä mahdollisen ääriarvon luon-
teesta. Useamman muuttujan vektoriarvoisen 
funktion tarkastelu mutkistuu edelleen. Ääriar-
votehtävä on tällöin monitavoite-optimointiteh-
tävä. Gradientin yleistyksenä toimii nyt Jacobin 
matriisi, joka koostuu funktion kaikkien osa-
komponenttien kaikista osittaisderivaatoista. 
Jacobin matriisia käytetään ääriarvojen haun 
lisäksi monissa muissa numeerisen matematii-
kan sovelluksissa kuten esim. yhtälöryhmien 
ratkaisemisessa. Useinkaan sellaista pistettä 
(vektoria) ei löydy, joka olisi haettu ääriarvo-
kohta kaikkien optimoitavan funktion kompo-
nenttien osalta. Tällöin joudutaan tyytymään 
kompromissiin.

Olkoon  kuvaus joukolta  joukolle .  Piste 
 on funktion  kiintopiste, jos .  

Kiintopiste ei ole aina yksikäsitteinen, vaan 
kiintopisteitä voi olla jopa ääretön määrä.  Toi-
saalta kiintopisteitä ei yleisessä tapauksessa 
tarvitse olla lainkaan.  Kiintopistelauseet kerto-
vat kiintopisteen tai -pisteiden olemassaolosta 
tiettyjen ehtojen vallitessa. Kiintopiste määritel-
lään usein Euklidista avaruutta yleisemmissä 
avaruuksissa kuten Banachin avaruudessa tai 
Hilbertin avaruudessa, joskus jopa yleisessä 
topologisessa avaruudessa, jossa ei ole määri-
telty etäisyyttä (Raj ja Piramatchi, 2020). 

f A A
x ∈ A f f (x) = x
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Olkoon edelleen  reaalinen Hilbertin avaruus 
ja olkoon  epätyhjä, suljettu ja konveksi :n 
osajoukko. Olkoon  kuvaus , mis-
sä  on reaalilukujen joukko. Tasapaino-
probleemassa kuvaukselle  on 
löydettävä joukon piste , jolle toteutuu 

. Jos tällainen  löytyy, sitä 
kutsutaan B:n tasapainopisteeksi.

ERÄITÄ ERITYISPISTEIDEN SOVEL-
LUKSIA

Aluksi käsittelemillämme joukkojen algebralli-
silla ja topologisilla erityispisteillä ei ole suoria 
sovelluksia. Ne ovat sen sijaan täysin funda-
mentaalisia elementtejä matematiikassa.  

Funktioiden erityispisteistä ääriarvojen haulla 
on lukemattomia sovelluksia eri toimialoilla, 
kuten arvata saattaa. Lineaarisella optimoinnilla 
on runsaasti sovelluksia mm. tuotannon suun-
nittelun alalla, ja viimeisen parinkymmenen 
vuoden aikana epälineaarisen optimoinnin tut-
kimus on lisääntynyt ja sovelluskohteet laajen-
tuneet.  

Käytännössä ääriarvojen haussa voidaan har-
voin edetä laskemalla funktion derivaattoja tai 
osittaisderivaattoja, ja funktion arvojakaan ei 
välttämättä tunneta kaikissa pisteissä. Tällöin 
on käytettävä numeerisia menetelmiä. Niitä on 
sovellettu moniin tieteellisiin ja teknisiin on-
gelmiin. Esimerkkejä ovat silta- ja lentokonera-
kenteet (laskennallinen fysiikka ja laskennalli-
nen nesteiden dynamiikka), sääennustukset, il-
mastomallit, molekyylianalyysi ja molekyylien 
suunnittelu (laskennallinen kemia) ja öljyesiin-
tymien etsintä. Itse asiassa supertietokoneita 
käytetään jatkuvasti numeerisen analyysin so-
velluksiin.   

Tämän seurauksena tehokkuudella on suuri 
merkitys, ja teoreettisesti täsmällisen menetel-

män voi joskus korvata nopeampi heuristinen 
menetelmä. Hyvänä esimerkki on kauppamat-
kustajan probleema, jonka todistettavasti oikean 
ratkaisun etsiminen on lähes varmasti mahdo-
tonta kohtuullista kokoa suuremmilla lähtötie-
doilla. Kauppamatkustajan probleema onkin 
kuuluisa esimerkki ongelmista, joita kutsutaan 
NP-täydellisiksi. Näiden ongelmien polynomi-
sen ratkaisun olemassaolo on yleisessä tapauk-
sessa teoreettisesti avoinna mutta sen löytymis-
tä pidetään äärettömän epätodennäköisenä 
(Voutilainen, 1981, 1982). Yleisesti numeeri-
sessa analyysissä käytetään empiirisiä tuloksia 
uusien menetelmien ja ongelmien tutkimiseen, 
mutta tietenkin siinä myös sovelletaan mate-
maattisia aksioomia, lauseita ja todistuksia. 

Kiintopisteprobleemassa on ensinnäkin selvitet-
tävä, onko annetulla funktiolla kiintopiste tai 
kiintopisteitä, ja jos on, mikä tai mitkä ne ovat. 
Samoin määritellään tasapainoprobleema. 

Kiintopisteprobleemoilla ja tasapainoproblee-
moilla on eräänlainen dualistinen suhde, sillä 
ratkaisemalla tasapainoprobleeman ratkaisee 
usein samalla vastaavan kiintopisteprobleeman 
(Voutilainen, 2023a). Nash on käyttänyt legen-
daarisissa peliteoriaa käsittelevissä töissään 
(Nash 1950, 1951) todistuksissa Browerin ja 
Kakutanin kiintopistelauseita. 

Kiintopisteteorialla on runsaasti mielenkiintoi-
sia sovelluksia sekä vakuutusalalle että ylei-
semmin finanssialalle, ks. Voutilainen (2023b). 
Näitä ovat mm. 

·      riskiteoreettiset arviot ja riskimallinnus 

·      vakuutusmarkkinoiden dynamiikka 

·      talletusvakuutus 

·      säästövakuutuksen hinnoittelu 

·      vakuutuksen säätöteoreettiset aspektit 

·      hoivavakuutus 

H
C H

B C × C → R
R

B : C × C → R
C x

B(x, y) ≥ 0 ∀ y ∈ C x
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·      vahinkovakuutuksen hinnoittelu 

·      optimointikysymykset kotitaloudessa 

·      jälleenvakuutuspeli 

·      finanssisysteemit 

·      dynaamiset systeemit 

·      pankkiverkostot 

·      sovellukset rahoituksen teorioihin 

Kiintopistelauseet ovat tärkeitä sekä matematii-
kan teorian että sovellusten kannalta.  Kiinto-
pistealgoritmit, jotka perustuvat kiintopisteen 
etsinnälle, ovat tärkeitä numeerisessa matema-
tiikassa ja mm. optimoinnissa. Kiintopistealgo-
ritmeja voidaan käyttää mm. epälineaarisen op-
timoinnin gradienttimenetelmän tukena, kuten 
Jung (2017) on osoittanut.

Tasapainomalleilla on myös runsaasti vakuutus-
sovelluksia (ks. Voutilainen, 2022), mm. vakuu-
tusmarkkinoiden tasapaino, jälleenvakuutus, 
asymmetrisen informaation asettamat haasteet 
vakuutusmarkkinoilla, epäsuotuisa vakuutetta-
vien riskien valikoituminen, monopolistiset / 
kilpaillut vakuutusmarkkinat, talletusvakuutus, 
moraalikato, Internet, signalointi, mainekysy-
mykset, lineaarinen tasapaino ja Nashin tasa-
paino. Taloudellisia tasapainomalleja käytetään 
toki muillakin kuin vakuutusmarkkinoilla. Ta-
sapainoteoria on läheistä sukua ja oikeastaan 
osittain jopa päällekkäinen peliteorian kanssa. 
Peliteoria on myös velkaa kiintopisteteorialle 
(esim. Nash, 1950, 1951) 

Seuraava teoreema on kiintopisteteorian ja sa-
malla tasapainoteorian kulmakiviä: 

Banachin kiintopistelause.  (Banach, 1922.)  
Olkoon ( ) epätyhjä täydellinen metrinen 
avaruus ja olkoon  avaruuden  kont-
raktio, toisin sanoen on olemassa reaaliluku 

 siten, että   

kaikilla . Tällöin kuvauksella  on täs-
mälleen yksi kiintopiste . Lisäksi kyseinen 
kiintopiste voidaan löytää seuraavasti: Olkoon 

 avaruuden  mielivaltainen piste. Määritel-
lään lukujono , Tämä 
jono suppenee kohti kiintopistettä .

Huomattava osa kiintopisteteorian tutkimukses-
ta viime aikoihin saakka on ollut matematiikan 
tutkimukselle tyypilliseen tapaan selvittää, 
kuinka paljon ja miten Banachin kiintopiste-
lauseen oletuksia voidaan lieventää niin että 
kiintopisteen olemassaolo ja etsintäalgoritmin 
validiteetti säilyvät.  Kontraktion olemassaoloa 
lievempiä käsitteitä luettelee mm. Voutilainen 
(2023a), s. 96.  Iteroivat menetelmät Banachin 
kiintopistelauseen mallin mukaan ovat suosittu-
ja kiintopiste- ja tasapainoprobleemojen ratkai-
sussa. 
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X, d
f : X → X X

0 ≤ q < 1 d( f (x), f (y)) ≤ qd(x, y)

x, y ∈ X f
a

x0 X
xn = f (xn−1) n = 1,2,3,…

a
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DIGIPHYSLAB — KOKEELLISTA FYSIIKKAA KÄNNY-
KÄLLÄ 
                                               
Pekka Pirinen ja Antti Lehtinen 
Jyväskylän yliopisto 

K oronapandemia pakotti yliopistot ympäri maailman muuttamaan toimintatapo-
jaan ja siirtymään etäopetukseen sukupolvelle ennennäkemättömässä laajuu-

dessa. Erityisesti kokeellisen fysiikan kurssien osalta pakotettu etätyöskentely tuli 
useimmille fysiikan laitoksille puskista, eikä valmista toimivaa ratkaisua kokeelli-
sen työskentelyn tekemiseen muualla kuin kampuksen laboratoriotilassa ollut.   

Vaivaan kehitettiin lääke: Erasmus+-hanke De-
veloping Digital Physics Laboratory Work for 
Distance Learning (DigiPhysLab, 3/2021—
2/2023, Kuva 1), jonka pääasiallisena tavoittee-
na oli kehittää ja julkaista 15 huolellisesti ar-
vioitua etätyöskentelyyn sopivaa fysiikan labo-
ratoriokoetta valmiina käyttöön yliopistoissa 
ympäri maailman. Jyväskylän yliopiston fysii-
kan laitoksen ja yliopistonlehtori Antti Lehtisen 
koordinoiman hankkeen yhteistyökumppaneina 
toimivat Göttingenin (Saksa) ja Zagrebin 
(Kroatia) yliopistot.  

Moderneja digitaalisia apuvälineitä, kuten äly-
puhelimia, hyödyntävät laboratoriotyöt tarjoa-
vat kustannustehokkaan ja saavutettavan ratkai-
sun kokeellisen työskentelyn etäjärjestelyihin, 
kuten myös Heikkinen ym. (2021) huomasivat 

korona-ajan haasteita käsittelevässä kirjoituk-
sessaan Arkhimedeen numerossa 1/2021. Ennen 
kaikkea digilaitteet mahdollistavat oman aineis-
ton keräämisen tutuilla välineillä perinteisen 
laboratorioympäristön ulkopuolella. Klein ym. 
(2021) havaitsivat, että kokeelliset työt, joissa 
käytettiin opiskelijan itse mittaamaa aineistoa, 
johtivat paremmaksi koettuun oppimiseen kuin 
työt, joissa annettiin jonkun muun mittaamaa 
dataa opiskelijan analysoitavaksi. Lisäksi äly-
laitteiden käyttö fysikaalisten mittauksien te-
kemiseen voi Hochbergin ym. (2018) mukaan 
lisätä opiskelijoiden kiinnostusta työskentelyyn 
sekä mielenkiintoa tutkittavaa ilmiötä kohtaan. 
Digitaalisen osaamisen vaatimukset yhteiskun-
nassa kasvavat jatkuvasti (ks. Carretero ym., 
2017), joten digitaalisten taitojen opetteluun on 
järkevää panostaa fysiikan opetuslaboratoriois-

8
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sa muulloinkin kuin vain pakotetun pandemia-
ajan etätyöskentelyn aikana. 

DigiPhysLab-HANKKEESSA KEHITETYT 
KOKEELLISET TYÖT 

DigiPhysLab-hankkeessa kehitetyt kokeelliset 
työt seuraavat suuntausta, jossa fysiikan sisältö-
jen sijaan keskiöön nostetaan kokeellisen työs-
kentelyn taidot. Esimerkiksi Walsh ym. (2022) 
ovat näyttäneet, että oppimistavoitteissaan eks-
plisiittisesti kokeellisen työskentelyn taitoihin 
keskittyvät laboratoriokurssit kehittävät opiske-
lijoiden kriittisen ajattelun taitoja sekä ohjaavat 
opiskelijoiden asenteita ja näkemyksiä kokeelli-
sesta fysiikasta asiantuntijamaiseen suuntaan 
enemmän kuin kurssit, joilla keskitytään ensisi-
jaisesti tai yhtäläisesti vahvistamaan fysiikan 
teoriasisällöllistä osaamista käytännön kautta. 
Jyväskylän yliopiston fysiikan laitos on kirjoi-
tushetkellä uudistamassa perus- ja aineopinto-
jen kokeellisen fysiikan opetustaan vastaamaan 

paremmin alan tuoreimman tutkimuksen viitoit-
tamaa mallia. DigiPhysLab-hankkeen suunnit-
telemia laboratoriotöitä oli jo käytössä ensim-
mäisellä uuden kokeellisen fysiikan kokonai-
suuden pilottikurssilla syksyllä 2022. 

Suurin osa DigiPhysLab-hankkeen kokeellisista 
töistä on suunniteltu sellaisenaan toimivaksi 
osana yliopistofysiikan perusopintojen labora-
toriokursseja ja useat ideat ovat helpohkosti 
muokattavissa myös lukio-opetukseen sopivak-
si tai demonstraatioksi. Muutama työ vaatii 
hieman enemmän valmiita kokeellisen työsken-
telyn taitoja tai matemaattisia valmiuksia. 
Kaikki kehitetyt kokeelliset työt on pilotoitu 
opiskelijoiden kanssa, ja havaintojen pohjalta 
laadimme jokaisesta työstä erillisen opettajan 
version, johon on kerätty vinkkejä töiden toteu-
tukseen sekä erilaisiin variaatioihin.  

Esittelemme tässä artikkelissa kaksi esimerkkiä 
DigiPhysLab-töistä. Digitaalinen signaalinkä-
sittely (Digital Signal Processing) -nimellä kul-

9

Kuva 1: DigiPhysLab-projektin väkeä projektin ta-
paamisessa Zagrebissa joulukuussa 2022. Vasem-
malta lukien Ana Sušac, Pekka Pirinen, Lucija 
Rončević ja Simon Lahme.
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keva kokeellinen työ perehdyttää digitaalisen 
signaalinkäsittelyn perusteisiin ja erityisesti 
diskreetin Fourier-muunnoksen käyttöön kiih-
tyvyysanturipohjaisen värinäanalyysin kautta. 
Työssä opiskelija valitsee tutkittavaksi jonkin 
oletettavasti jaksollisesti värähtelevän signaalin, 
suunnittelee ja toteuttaa puhelimen kiihtyvyy-
santurilla sopivat mittaukset ja määrittää sig-

naalissa esiintyvät taajuuskomponentit. Tutkit-
tava signaali voi olla esimerkiksi puhelimen 
värinähälytys, pesukoneen linkous, sydämen 
syke tai jokin muu opiskelijan itse keksimä 
kohde. 

Oleellinen osa Digitaalinen signaalinkäsittely 
-työtä on vuorovaikutteinen Jupyter notebook 
-työohje, joka esittelee esimerkkien ja pienten 
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Kuva 2: Kuvakaappaus Digitaalinen signaalinkäsittely -työn notebook-työohjeesta (muo-
kattu hieman tilan säästämiseksi). Opiskelijalle osoitetut ohjaavat tehtävät on esitetty li-
havoidulla fontilla ja tehtävässä pyydetty muokkaus koodiin on korostettu sinisellä. Ku-
vaajissa esitetty kolmen eri taajuudella ja amplitudilla heilahtelevan sinifunktion ja sa-
tunnaisen kohinan muodostamasta signaalista otettu tarkastelujakso (vasemmalla) ja siitä 
diskreetin Fourier-muunnoksen avulla määritetty taajuusspektri (oikealla). 
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tehtävien kautta tarvittavat digitaalisen signaa-
linkäsittelyn peruskäsitteet, antaa välineitä da-
tan käsittelyyn Python-ohjelmointia hyödyntäen 
sekä ohjaa aineiston analyysiin diskreetin Fou-
rier-muunnoksen avulla. Pyrimme rakentamaan 
työohjeen siten, että aiempaa ohjelmointikoke-
musta ei tarvita, vaan notebook-työohje (Kuva 
2) selittää esitetyt koodinpätkät auki rivi riviltä, 
kun niitä käytetään ensimmäisen kerran. Työssä 
ei keskitytä matemaattisiin tai ohjelmointitekni-
siin yksityiskohtiin, vaan tavoitteena on saavut-
taa intuitiivinen ymmärrys siitä, mitä diskreetin 
Fourier-muunnoksen avulla voidaan tehdä. Li-
säksi opiskelija pääsee käyttämään diskreettiä 
Fourier-muunnosta helposti ymmärrettävän ar-
kipäivän ilmiön mittaamiseen. 

Toinen esimerkki liittyy fysikaalisten mallien 
testaamiseen. Kun pullon suuaukon yli puhalle-
taan sopivalla tavalla, saadaan aikaan tasainen 
soiva ääni, jonka taajuutta voidaan muuttaa li-
säämällä pulloon vettä. Miten tätä ilmiötä tulisi 
mallintaa? Usein puoliavoimeen putkeen muo-
dostuvista seisovista aalloista puhuttaessa anne-
taan esimerkkinä pullosta puhaltamalla saatava 
ääni. Toisaalta pulloa voidaan mallintaa myös 
Helmholtzin resonaattorina, jossa pullon kau-
lassa oleva ”ilmakorkki” värähtelee tietyllä re-
sonanssitaajuudella pullon vatsassa olevan il-
man joustavuutta vasten.  

Pullon mallinnus (How to model a bottle?) 
-työssä opiskelijoille annetaan puoliavoin putki 
-mallista ja Helmholtzin resonaattori -mallista 
johdetut lausekkeet pullosta puhaltamalla saa-
tavan äänen taajuudelle. Tehtävänä on verrata 
mallien antamia ennusteita puhelimen avulla 
mitattuihin taajuuksiin sekä pohtia erityisesti 
mallien rajoja. Huomionarvoista työssä on, että 
tutkimuksen tulos ei ole minkään tunnetun ar-
von mittaaminen, vaan pikemminkin perusteltu 
havainto siitä, miten juuri sinun valitsemaasi 

pulloa ja siitä saatavaa ääntä voidaan mallintaa. 
Työtä pilotoidessamme havaitsimme, että opis-
kelijat usein kyseenalaistavat ennemmin omat 
mittauksensa ja menetelmänsä kuin mallin an-
tamat ennusteet. Työn kautta voidaan alustaa 
hyviä keskusteluja mallien roolista kokeen 
suunnittelemisessa ja tulosten tulkitsemisessa 
sekä mallien rajojen ja rajoitteiden tunnistami-
sesta.      

Kaikki DigiPhysLab-hankkeen julkaisemat 15 
kokeellista työtä, digitaalisia apuvälineitä hyö-
dyntävien laboratoriotöiden kehittämiseksi laa-
dittu arviointikysely sekä modernien fysiikan 
kokeellisten töiden suunnittelun tueksi kehitetty 
viitekehys löytyvät projektin verkkosivuilta 
osoitteesta https://jyu.fi/digiphyslab. 
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Konforminen Sobolev-kohomologiateoria ja sen
sovelluksia

Ilmari Kangasniemi

Kvasisäännöllisten ja muiden avaruutta
rajoitetusti vääristelevien kuvausten tutki-
muksessa on jo pitkään yhdistelty analyy-
sin ja topologian työkaluja. Yhtenä ilmen-
tymänä tästä olen viime aikoina päätynyt
soveltamaan konformista Sobolev-de Rham
-kohomologiaa alan tutkimukseen. Konfor-
misen kohomologian perusideat on tunnet-
tu jo Donaldsonin ja Sullivanin kvasikon-
formisista 4-monistoista kirjoittamassa ar-
tikkelissa [3], mutta konformikohomologian
suora käyttö on silti ollut rajallisempaa en-
nen teorian viimeaikaisia sovelluksia. Esit-
telen tässä kirjoitelmassa lyhyesti, mistä
konformisessa kohomologiassa oikein on ky-
se ja mitä sen avulla on lähivuosina saavu-
tettu.

De Rhamin lause
Algebrallinen topologia pyrkii erottelemaan
topologisia avaruuksia algebran keinoin.
Tässä ideana on esimerkiksi yhdistää jo-
kaiseen topologiseen avaruuteen X ryhmä
G(X), ja jokaiseen jatkuvaan kuvaukseen
f : X ! Y homomorfismi f⇤ : G(X) !
G(Y ) siten, että konstruktio säilyttää funk-
tioiden yhdistämisen ja identtiset kuvauk-
set. Konstruktiosta seuraa, että homeomor-
fismi h : X ! Y indusoi isomorfismin

h⇤ : G(X) ! G(Y ). Jos siis jotenkin saa-
daan pääteltyä, että G(X) ja G(Y ) eivät
ole isomorfiset, saadaan osoitettua, että X

ja Y eivät ole keskenään homeomorfiset.

Yksi tunnetuimpia esimerkkejä tämän-
laisesta konstruktiosta ovat singulaa-

riset homologia- ja kohomologiaryhmät

Hk(X;K) ja H
k(X;K), missä k on ei-

negatiivinen kokonaisluku ja K on kerroin-
rengas, kuten esimerkiksi Z tai R. Nämä
ryhmät ovat K-moduleja, jotka tietyssä
mielessä laskevat k-ulotteisia reikiä anne-
tussa avaruudessa X. Eritoten tapauksessa
K = R ryhmät Hk(X;R) ja H

k(X;R) ovat
vektoriavaruuksia, joiden dimensio vastaa
avaruuden X k-ulotteisten reikien määrää.
Esimerkiksi jos X = Rn \ {x1, . . . , xl},
missä pisteet xi ovat erillisiä, niin
Hn�1(X;Z) ⇠= H

n�1(X;Z) ⇠= Zl ja
Hn�1(X;R) ⇠= H

n�1(X;R) ⇠= Rl.

Jokaiseen jatkuvaan kuvaukseen f : X !
Y voidaan liittää homologiaryhmien vä-
linen kuvaus f⇤ : Hk(X;K) ! Hk(Y ;K).
Kohomologian tapauksessa sen sijaan
saadaan vastakkaissuuntainen kuvaus
f
⇤ : Hk(Y ;K) ! H

k(X;K). Indusoitujen
kuvausten ominaisuuksista seuraa, että
jos avaruuksien X ja Y homologia- tai
kohomologiaryhmät eivät ole keskenään
isomorfisia, niin tällöin X ja Y eivät ole
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homeomorfiset. Kohomologia-avaruuksilla
voidaan lisäksi määritellä nk. kuppitulo [,
joka tekee H

⇤(X;K):sta renkaan.
Klassinen de Rhamin lause kertoo, että

jos avaruus X on sileä monisto M , niin ko-
homologiaryhmät H

k(M ;R) voidaan myös
itse asiassa konstruoida täysin analyysin
avulla. Tätä varten olkoon C

1(^k
T

⇤
M)

sileiden k-differentiaalimuotojen avaruus
M :llä. Tällöin differentiaalimuotojen ulko-
derivaatta antaa kuvausjonon

{0} ! C
1(^0

T
⇤
M)

d�! C
1(^1

T
⇤
M)

d�! . . . ,

missä d�d = 0. Moniston M k:nnes de Rha-

min kohomologia on tällöin tekijävektoria-
varuus

H
k
dR(M) = ker(dk)/ im(dk�1),

missä di:llä merkitään sileiden i-muotojen
ulkoderivaattaa. Lisäksi kohomologian kup-
pitulo saadaan itse asiassa muotojen ulko-
tulosta kaavalla [!1] [ [!2] = [!1 ^ !2], ja
jos f : M ! N on sileä kuvaus, niin ku-
vaus f

⇤ : Hk(N ;R) ! H
k(M ;R) saadaan

suoraan differentiaalimuotojen pullback-
kuvauksesta kaavalla f

⇤[!] = [f ⇤
!].

De Rhamin lauseen mukaan H
k
dR(M) ja

H
k(M ;R) ovat siten luonnollisella taval-

la isomorfiset sekä vektoriavaruuksina että
renkaina. Näin ollen analyysin avulla kon-
struoitu H

k
dR(M) oikeasti laskeekin avaruu-

den topologista ominaisuutta.

Siirtyminen Sobolev-
teoriaan
De Rhamin kohomologia soveltuu erinomai-
sesti sileiden kuvauksien topologisten omi-
naisuuksien tutkimiseen. Mutta entä jos ku-
vaus f ei olekaan sileä?

Osoittautuu, että vastaavanlaisen teo-
rian pystyy konstruoimaan myös Sobolev-
säännöllisille differentiaalimuodoille. Nimit-
täin jos ! on lokaalisti integroituva mi-
tallinen k-muoto n-monistolla M , niin sen
heikko ulkoderivaatta d! voidaan määritellä
vaatimalla, että

Z

M

d! ^ ⌘ = (�1)k+1

Z

M

! ^ d⌘

kaikilla kompaktikantajaisilla sileillä (n �
k � 1)-testimuodoilla ⌘.

Heikon ulkoderivaatan avulla saadaan ai-
kaiseksi muodoille Sobolev-avaruus: mää-
rittelemme, että ! 2 W

d,p,q(^k
T

⇤
M) (tai

! 2 W
d,p,q
loc (^k

T
⇤
M)), jos funktio |!| on (lo-

kaalisti) L
p-integroituva, ja !:lla on heik-

ko ulkoderivaatta d! jolle |d!| on (lokaa-
listi) Lq-integroituva. Heikoille ulkoderivaa-
toille pätee aina dd! = 0, ja siten voim-
me muodostaa samanlaisen ketjukomplek-
sin kuin sileässä tapauksessa:

{0} ! W
d,p0,p1
loc (^0

T
⇤
M)

d�! W
d,p1,p2
loc (^1

T
⇤
M)

d�! . . . ,

missä eksponentit pk ovat jotain reaaliluku-
ja väliltä [1,1].

Osoittautuu, että Sobolev-versio tästä
de Rhamin kompleksista tuottaa tietty-
jen ehtojen toteutuessa täysin identtiset
kohomologia-avaruudet kuin sileä versio.
Tämän taustalla on sama koneisto joka to-
distaa alkuperäisen de Rhamin lauseen: ni-
mittäin lyhteet ja lyhdekohomologia, joiden
yksityiskohtiin emme suuremmin ehdi pa-
neutua tässä kirjoitelmassa. Koneisto vaa-
tii muutamia ehtoja avaruuksiltamme, jois-
ta yksi on se, että jonomme avaruudet ovat
oleellisesti lokaalisti määriteltyjä. Globaa-
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lien avaruuksien W
d,pk,pk+1(^k

T
⇤
M) käyt-

täminen näet johtaa täysin erilaiseen teo-
riaan, jossa kohomologia-avaruuksien laske-
minen on huomattavasti hankalampaa, jos
M on epäkompakti.

Toinen kriittinen ehto sille, että saataisiin
samat kohomologia-avaruudet kuin sileässä
tapauksessa, palautuu lopulta siihen, että
eksponenteille pk pätee differentiaalimuoto-
versio Sobolev-Poincarén epäyhtälöstä:

k! � !DkLpk (D)  Cpk,pk+1,D kd!kLpk+1 (D) ,

missä D on riittävän sileä rajoitettu Rn:n
alue, ! 2 W

d,pk,pk+1(^k
D) ja !D 2

dW
d,pk,pk(^k�1

D) on !:sta riippuva muo-
to. Tämä epäyhtälö pätee eksponenteille
pk, pk+1 2 (1,1), jos ne toteuttavat ehdon
p
�1
k + n

�1 � p
�1
k+1. Rajaeksponenteilla pk =

1 ja pk+1 = 1 kuitenkin vaaditaan hie-
man vahvempi ehto p

�1
k + n

�1
> p

�1
k+1. Yk-

sityiskohtainen käsittely muotojen Sobolev-
Poincarén epäyhtälöstä löytyy mm. artikke-
lista [5].

Konforminen kohomolo-
gia ja kvasisäännölliset
kuvaukset
Jos M,N ovat reunattomia suunnistettu-
ja Riemannin n-monistoja, niin jatkuva
Sobolev-kuvaus f 2 W

1,n
loc (M,N) on kvasi-

säännöllinen, jos se toteuttaa epäyhtälön

|Df |n  KJf

melkein kaikkialla, missä K 2 [1,1) on
vakio. Ehto on yleistys holomorfisuudes-
ta ja johtaa teoriaan, jossa on vastineita

useille kompleksianalyysin lauseille. Diffe-
rentiaalimuotojen kannalta kriittisin kvasi-
säännöllisten kuvausten ominaisuus on, et-
tä jos f : M ! N on kvasisäännöllinen ja
! 2 L

n/k
loc (^k

N), niin f
⇤
! 2 L

n/k
loc (^k

M). Li-
säksi jos ! 2 W

d,n/k,n/(k+1)
loc (^k

T
⇤
N), niin

f
⇤
d! = df

⇤
!. Siten luonnollisimmin kva-

sisäännöllisiin kuvauksiin sopiva Sobolev-
de Rham -kohomologiateoria käyttää eks-
ponentteja pk = n/k.

Nämä eksponentit pk = n/k toteutta-
vat juuri ja juuri edellämainitun Sobolev-
Poincarén epäyhtälön kun k 2 {1, . . . , n �
2}. Rajaeksponenteilla p0 = 1 ja pn = 1
epäyhtälö ei kuitenkaan aivan toimi. Tä-
tä ongelmaa voi kuitenkin halutessaan ryh-
tyä korjaamaan hyödyntämällä kvasisään-
nöllisten kuvausten korkeampaa integroitu-
vuutta: jos f on kvasisäännöllinen, niin it-
se asiassa f 2 W

1,p
loc (M,N) jollekin p > n.

Tämän avulla on mahdollista laajentaa tai
supistaa joitakin L

p-integroituvuusehtoja
kompleksissa hieman, ja silti pysyä luokas-
sa joka säilyy kvasisäännöllisten kuvausten
pull-backissa. Esimerkkejä tällaisista muok-
kauksista löytyy artikkeleista [3] ja [9]. Ar-
tikkelin [3] muokkaukset säilyttävät myös
sen ominaisuuden, että kohomologian kup-
pitulo [ saadaan laskettua muotojen ul-
kotulolla ^. Toisaalta artikkelin [9] muok-
kaukset säilyttävät W d,n/k,n/(k+1)

loc -avaruudet
muuttumattomina mahdollisimman suures-
sa osassa kompleksia.

Näitä muokattuja Sobolev-de Rham -ko-
homologiateorioita voidaan kollektiivisesti
kutsua konformisiksi kohomologiateorioiksi,
ja niiden yhteispeli kvasisäännöllisten ku-
vausten kanssa on suunnilleen yhtä suju-
vaa kuin alkuperäisen de Rhamin kohomo-
logian yhteispeli sileiden kuvausten kanssa.
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Erittelemme nyt tämän kohomologian so-
velluskohteita kvasisäännöllisten ja muiden
samankaltaisten kuvausten tutkimuksessa.

Kvasisäännöllinen elliptisyys

Jos kvasisäännöllinen kuvaus f : M ! N

on ankara (engl. “proper”), eli jos f
�1
K

on kompakti jokaiselle kompaktille K ⇢
N , niin pull-backille f

⇤ : Ln/k
loc (^k

N) !
L
n/k
loc (^k

M) voidaan määritellä toispuo-
leinen käänteiskuvaus f⇤ : L

n/k
loc (^k

M) !
L
n/k
loc (^k

N) siten, että f⇤d = df⇤ ja f⇤f
⇤ =

id. Tällöin erityisesti f
⇤ : H⇤(N ;R) !

H
⇤(M ;R) on injektiivinen. Huomattavaa

on, että jos M and N ovat suljettuja monis-
toja (eli kompakteja reunattomia monisto-
ja), niin f on automaattisesti ankara. Teo-
ria antaa siten välittömän rajoitteen suljet-
tujen monistojen välisille kvasisäännöllisil-
le kuvauksille: sellainen kuvaus f : M ! N

voi olla olemassa vain, jos H⇤(N ;R) on iso-
morfismia vaille H

⇤(M ;R):n aliavaruus.
Teorian soveltaminen tulee kuitenkin

huomattavasti hankalammiksi kun M on
epäkompakti, sillä tällöin kuvauksesta f

⇤ ei
pysty suoraan sanomaan mitään samankal-
taista kuin suljettujen monistojen tapauk-
sessa ilmenevä injektiivisyys. Tässä kon-
tekstissa eniten tutkittu kysymys on, et-
tä mille yhtenäisille kompakteille suun-
nistetuille monistoille N on olemassa va-
kiosta poikkeava kvasisäännöllinen kuvaus
f : Rn ! N . Tällöin N :n sanotaan olevan
kvasisäännöllisesti elliptinen.

Merkittäviä kohomologisia rajoitteita
kvasisäännöllisesti elliptisille monistoille
ovat osoittaneen ensin Bonk ja Heinonen
[2], ja sittemmin Prywes [11]. Prywe-
sin vihdoin saavuttama tulos on, että

jos N on kvasisäännöllisesti elliptinen,
niin kohomologia-avaruus H

⇤(N ;R) on
H

⇤(Tn;R):n vektorialiavaruus, missä Tn on
n-torus. Näissä tuloksissa ei ole suoraan
käytetty Sobolev-kohomologiateorioita,
mutta Sobolev-kohomologian perusideat
ovat silti huomattavassa roolissa todistuk-
sissa.

Tasaisesti kvasisäännölliset ku-
vaukset

Sobolev-kohomologian hyödyt tulevat sel-
vemmin ilmi tutkittaessa tasaisesti kva-
sisäännöllisiä kuvauksia. Kvasisäännöllinen
itsekuvaus f : M ! M on tasaisesti kva-

sisäännöllinen, jos sen jokainen iteraatti
f �f �· · ·�f on K-kvasisäännöllinen samalla
K:n arvolla. Tämä on huomattavasti taval-
lista kvasisäännöllisyyttä vahvempaa, sillä
tavallista kvasisäännöllistä kuvausta iteroi-
dessa parhaan mahdollisen K:n arvo yleen-
sä kasvaa.

Jos M on suljettu suunnistettu yhte-
näinen Riemannin n-monisto, niin sanom-
me sen olevan tasaisesti kvasisäännöllises-

ti elliptinen, jos löytyy vakiosta poikkea-
va epäinjektiivinen tasaisesti kvasisäännöl-
linen f : M ! M . Tämä ominaisuus on lä-
heisesti kytköksissä kvasisäännölliseen ellip-
tisyyteen: jokainen tasaisesti kvasisäännöl-
lisesti elliptinen monisto on kvasisäännölli-
sesti elliptinen.

Konformisen kohomologian soveltami-
nen tasaisesti kvasisäännöllisen elliptisyy-
den tutkimiseen alkoi yhteisprojektissani
Pankan kanssa [9], ja jalostui edelleen kah-
dessa myöhemmässä julkaisussa [7, 6]. Teo-
rian kulminaationa löytyi ensimmäinen ra-
joite, joka osoittaa tasaisesti kvasisäännöl-
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lisen elliptisyyden olevan aidosti kvasisään-
nöllistä elliptisyyttä voimakkaampi ominai-
suus. Rajoite, joka ratkaisi tämän, on seu-
raava [6]:

Lause 1. Olkoon M suljettu yhtenäi-

nen suunnistettu Riemannin n-monisto.

Jos M on kvasisäännöllisesti elliptinen,

niin H
⇤(M,R) on algebraisomorfismia vail-

le Rn
:n ulkoalgebran ^⇤Rn

alialgebra. Lisäk-

si tämä alialgebra on suljettu Rn
:n standar-

din Cliffordin tulon suhteen.

Viimeinen Cliffordin tuloon liittyvä omi-
naisuus osoittautuu suureksi erontekijäksi
kvasisäännöllisen ja tasaisesti kvasisäännöl-
lisen elliptisyyden välillä. Nimittäin Rick-
man [12] on osoittanut, että monisto M =
(S2 ⇥ S2)#(S2 ⇥ S2) on kvasisäännöllisesti
elliptinen. Clifford-tuloon perustuva rajoite
taas osoittaa, että M ei voi olla tasaisesti
kvasisäännöllisesti elliptinen.

Tulokset perustuvat vahvasti siihen, että
tutkitaan itsekuvauksen f

⇤ : Hk(M ;R) !
H

k(M ;R) ominaisarvoja. Kohomologiaan
indusoitu kuvaus f

⇤ näet osoittautuu
kompleksisesti diagonalisoituvaksi, ja siten
kohomologia-avaruudelle löytyy kompleksi-
nen kanta kuvauksen f

⇤ ominaisvektorei-
ta. Toinen avain todistukseen on tutkia
muotoja, joilla on minimaalinen L

n/k-normi
kohomologialuokassa; nämä muodot ovat
p-harmonisia arvolla p = n/k. Eritoten
jos minimointi tehdään oikean f -invariantin
(mitallisen) metriikan gf suhteen, niin f

⇤

itse asiassa kuvaa minimoivat muodot toi-
sille minimoiville muodoille. Seuraa, että
jokainen kompleksinen konformikohomolo-
gian ominaisvektoriluokka c 2 H

k(M ;R)⌦
C tuottaa kompleksikertoimisen muodon
! 2 L

n/k(^k
T

⇤
M ⌦ C), jolle f

⇤
! = �!.

Tulokset seuraavat näiden muotojen sään-
nöllisyysominaisuuksien tutkimisesta.

Todistus itse asiassa johtaa lopulta tilan-
teeseen, jossa tasaisesti kvasisäännöllises-
ti elliptisellä monistolla metriikan gf suh-
teen (n/k)-harmoniset k-muodot muodos-
tavat algebran. Tämä on hyvin yllättävä ja
rajoittavalta vaikuttava ominaisuus: muo-
tojen (n/k)-harmoninen yhtälö on epäline-
aarinen kun k 6= 2, mutta tasaisesti kva-
sisäännöllinen kuvaus silti pakottaa ratkai-
sut säilymään yhteenlaskussa. Tämä myös
paljastaa yhteyden Kotschickin [10] määrit-
telemiin geometrisesti formaaleihin monis-

toihin, jotka ovat monistoja, joilla on met-
riikka g, jonka suhteen harmoniset muodot
muodostavat algebran. Koska todistetut ko-
homologiset rajoitteet seuraavat itse asiassa
täysin näistä (n/k)-harmonisten muotojen
säilymisominaisuuksista, ollaan siis päädyt-
ty jonkinlaiseen konformivastineeseen geo-
metrisesti formaalien monistojen teorialle.

Äärellisen väännön kuvaukset
Alkuvuodesta valmistuneessa yhteisprojek-
tissa Onnisen kanssa on myös löytynyt so-
vellus konformiselle kohomologialle äärelli-
sen väännön kuvausten teoriassa [8]. Ää-

rellisen väännön kuvaus f : M ! N on
kvasisäännöllisen kuvauksen yleistys, joka
toteuttaa muutoin saman ehdon |Df |n 
KJf melkein kaikkialla, mutta tällä kertaa
K : M ! [1,1) on mitallinen kuvaus. Ää-
rellisen väännön kuvauksien teoria on hyvin
samankaltainen kuin kvasisäännöllisten ku-
vausten, mutta tulokset vaativat jonkin mi-
nimioletuksen K:n integroituvuudesta, ku-
ten esim. K

p 2 L
1
loc(M) tai exp(pK) 2

L
1
loc(M) jollakin tietyllä p 2 (0,1).
Sovelluksen mielenkiinto on kuitenkin sii-
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nä, että se avaa osan äärellisen väännön ku-
vausten teoriaa, jolle ei ole varsinaista kva-
sisäännöllisten kuvausten vastinetta. Keski-
tymme tuloksessa nk. monotonisiin äärel-
lisen väännön kuvauksiin: jatkuva kuvaus
f : M ! N on monotoninen, jos f�1{y} on
yhtenäinen kaikilla y 2 N . Vakiosta poik-
keava monotoninen kvasisäännöllinen ku-
vaus on aina homeomorfismi. Sama pätee
monotonisille äärellisen väännön kuvauksil-
le f 2 W

1,n
loc (Rn

,Rn), jos K
n�1 2 L

1
loc(Rn).

Tätä pienemmillä eksponenteilla kuitenkin
herää seuraava kysymys: millaisia mono-
tonisen äärellisen väännön kuvaukset pis-
tealkukuvat f

�1{y} voivat olla kun K
p 2

L
1
loc(Rn) jollakin p < n� 1?
Alkupisteen tässä antaa Henclin ja Malýn

tulos [4], jonka mukaan annetulla q 2 (0, n�
1] saamme, että f

�1{y}:n Hausdorff q-mitta
häviää, jos K

(n�q)/q 2 L
1
loc(Rn). Tämä ei

kuitenkaan ole ainoa rajoitus. Nimittäin
Bing [1] on konstruoinut R3:ssa monotoni-
sen kuvauksen, jolla on lenkkejä muodosta-
via pistealkukuvia. Saimme Onnisen kans-
sa tarkistettua, että tällä kuvauksella on
äärellisen väännön Lipschitz-edustaja, jolle
K

p 2 L
1
loc(R3) kun p < 1/2.

Henclin ja Malýn rajoitus yksinään sal-
lisi huomattavasti korkeamman integroitu-
vuuden tämän esimerkin K:lle. Sen sijaan
konforminen kohomologia paljastaa, miksi
esimerkki ei voi saavuttaa ehtoa K

1/2 2
L
1
loc(R3). Tämä näet johtuu seuraavasta ra-

joitteesta [8]:

Lause 2. Jos f : ⌦ ! ⌦0
on ankara mon-

otoninen surjektiivinen äärellisen väännön

kuvaus Rn
:n yhtenäisten alueiden välillä, ja

jos f 2 W
1,n
loc (⌦,Rn), niin jokaiselle k 2

{0, 1, . . . , n} on olemassa sellainen rajaeks-

ponentti p = p(n, k) 2 [0, n � 1), että jos

K
p 2 L

1
loc(⌦), niin H

k(f�1Bn(x, r);R) ⇠=
H

k(Bn(x, r);R) aina kun Bn(x, r) ⇢ ⌦0
.

Kun k 2 {0, n � 1, n}, niin p = 0 täysin
topologisista syistä. Kun n = 3 ja k = 1,
niin rajaeksponentti on p = 1/2, ja tämän
rajaeksponentin tarkkuus seuraa Bingin esi-
merkin Lipschitz-versiosta. Yleisesti todis-
tuksen antamat rajaeksponentit noudatta-
vat lainalaisuutta, jonka näkee seuraavasta
taulukosta. Dimensioissa n > 3 emme tiedä
ovatko saadut rajaeksponentit tarkkoja vai
eivät.

n = 2 0 0 0

n = 3 0 1
2 0 0

n = 4 0 2
2

2
2 0 0

n = 5 0 3
2

2
3

2
3 0 0

n = 6 0 4
2

3
3

3
3

3
3 0 0

n = 7 0 5
2

4
3

3
4

3
4

4
3 0 0

n = 8 0 6
2

5
3

4
4

4
4

4
4

5
3 0 0

n = 9 0 7
2

6
3

5
4

4
5

4
5

5
4

6
3 0 0

Kuva 1: Lauseen 2 antamia rajaeksponent-
teja eri n:n ja k:n arvoilla.

Miten tätä rajoitetta sitten voi sovel-
taa pistealkukuviin f

�1{y}? Esimerkiksi jos
f
�1{y} on sileästi upotettu S1, niin täl-

löin riittävän pienillä r joukolla f
�1Bn(y, r)

täytyy olla epätriviaali 1-kohomologia,
oleellisesti koska S1:llä on myös epätri-
viaali 1-kohomologia. Tämä on kuiten-
kin mahdotonta, jos H

1(f�1Bn(x, r)) ⇠=
H

1(Bn(x, r)). Näin ollen tulos rajoittaa sel-
laisten f

�1{y}:n topologioiden esiintymis-
tä, joiden poikkeamat yksittäisestä pistees-
tä näkyvät myös f

�1{y}:n pienissä ympä-
ristöissä.
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Rajoitteen todistus myös tuo pari uut-
ta vivahdetta konformikohomologian sovel-
tamiseen. Ensinnäkin todistus perustuu sii-
hen, että saadaan ensin kuvaus f⇤ tavallisel-
ta de Rhamin kohomologialta konformiselle
kohomologialle, ja sitten kuvaus f

⇤ konfor-
miselta kohomologialta W

d,1,1
loc -avaruuksien

kohomologialle. Rajaeksponentit ovet pie-
nimmät mahdolliset arvot, joilla nämä ku-
vaukset toimivat, ja kuvausten f⇤ ja f

⇤ toi-
miminen on itse asiassa hyvin riippuvaista
siitä, että käytämme välissä juuri konfor-
mista kohomologiaa.

Toinen erikoisuus on, että sama todistus
tehdään sekä tavallisella kohomologialla,
että kompaktikantajaisella kohomologialla.
Nimittäin käyttämällä kompaktikantajaisia
muotoja de Rham-tyyppisissä komplek-
seissa, saadaan kohomologia-avaruudet
H

k
c (M ;R), jotka yhtenäisillä suunnis-

tetuilla M ovat itse asiassa isomorfiset
avaruuksien H

n�k(M ;R) kanssa. Todistus
kompaktikantajaisella kohomologialla an-
taa paremman rajan pienillä k, kun taas
todistus tavallisella kohomologialla antaa
paremman rajan suurilla k. Taulukkoon
kerätyt rajaeksponentit ovat siten saatu va-
litsemalla näistä kahdesta rajasta parempi,
mikä selittää taulukon nollasta poikkeavien
lukujen keskeissymmetrian.
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KOLUMNI 

AKATEMIAN JALKAVÄKI:                                                                    
JOHTAAKO KORONA-AIKA LÄPINÄKYVÄMPÄÄN JA AVOIMEMPAAN 
TIETEESEEN? 

Kalle Nordling
vieraileva meritähti Norjassa suorittamassa ilmastotutkimusta

 
 

Maailman terveysjärjestö WHO ilmoitti 
hiljakkoin, että koronan aiheuttama ter-

veyshätätila on nyt virallisti ohi. Lienee syytä 
pohtia miten tuo muutaman vuoden ajanjakso 
muutti tieteen tekemistä ja tiedeyhteisöjä. Pala-
taan ajassa aikaan ennen koronaa. Tieteen te-
kemisessä korostuivat instituutiot, kuten yli-
opistot ja tutkimuslaitokset. Pääsääntöisesti tie-
deyhteisöt kokoontuivat säännöllisesti noin ker-
ran vuodessa yhteen esittelemään omia tutki-
muksiaan ja keskustelemaan mitä tehtäisiin seu-
raavaksi. Kokousten välillä tutkija sai lukea 
muiden tutkijoiden artikkeleita ja pysyi näin 
kärryillä siitä mitä muut tutkijakollegat tutkivat. 
Tämänkaltainen yhteyden pito oli toki toimiva, 
mutta sangen hidas. 

Sitten tuli korona ja tiedeyhteisön, kuten koko 
ympäröivän yhteiskunnan, piti muuttaa kom-
munikointitapojaan. Tuli etäkokoukset, etäkon-
ferenssit ja etäseminaarit. Etäkonferenseissa oli 
hankala verkostoitua mutta esitysten kuulemi-
nen onnistui usein yhtä hyvin zoomin välityk-
sellä kuin paikanpäälläkin, sekä oli mahdollista 
esittää kysymyksiä siinä missä paikanpäälläkin. 

Jos tarkoituksena on esittää meneillään olevaa 
tutkimusta tai jo tehtyä tutkimusta, niin tämä on 
ihan kelpo formaatti. Voisiko tätä sitten soveltaa 
siihen, että meillä olisi täysin virtuaalisesti toi-
mivia tutkimusyhteisöjä? 

Koronan aikana ihmiset tottuivat etätyöskente-
lyyn, ja moni järjesti hyvät työkalut kotitoimis-
toihin, jossa oli mahdollista pitää hyviä etäko-
kouksia. Ehkäpä osittain tämän vuoksi tutkijoi-
denkin on ollut helpompi hyväksyä uusia tut-
kimuksen esitysfoorumeita. Pandemian alku-
vaiheessa ilmastotieteessä esimerkiksi syntyi 
“ESC cloud feedback symposio”, joka on ker-
ran kuukaudessa pidettävä seminaari, joka on 
täysin avoin kaikille. Seminaari eroaa perintei-
sistä tiedeseminaareista siten, että myös tutki-
muskentän ulkopuoliset henkilöt voivat seurata 
seminaarisarjaa etänä. Kerran kuukaudessa ta-
pahtuvat kokoontumiset mahdollistavat huo-
mattavasti nopeamman tiedon jakamisen ja 
uusien tutkijoiden on huomattavasti helpompi 
alkaa muodostamaan omia verkostoja. Etäse-
minaarit ovat monesti helpompia järjestää kuin 
fyysistä läsnäoloa vaativat tapahtumat, ja sen 
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vuoksi niiden voisi nähdä nopeuttavan tutki-
mustiedon ja ajatusten vaihtoa tieteilijöiden 
kesken. 

Hypoteettisesti voisi myös ajatella, että tämän 
tyyppiset avoimet seminaarit ja esimerkiksi 
kansalaistieteen vahvempi rooli muuttavat tut-
kimuksen tekemisen raameja. Tarvitaanko sitten 
instituutioita esimerkiksi tieteellisten työkalujen 
kehityksessä? Tämäkin onnistuu nykyään maa-
ilmanlaajuisesti hajautettuna erilaisten version-
hallinta työkalujen avulla. Avoimen tieteen uto-
piamaailmassa emme enää tarvitse yhtä insti-
tuutiota ylläpitämään esimerkiksi ilmastomallia, 
vaan tämän voi hoitaa yhteisö, samaan tapaan 
kuin LINUX-käyttöjärjestelmän ydintä on kehi-
tetty alusta alkaen.  

Todennäköisesti kuitenkin instituutioiden vahva 
rooli tutkimuksen tekemisessä tulisi säilymään. 
Esimerkiksi ilmastotutkimus ei onnistu katta-
vasti ilman ilmastomalleja, jotka vaativat super-
tietokoneinfrastruktuuria ympärilleen, että niitä 
voidaan ajaa. Instituutiot tarjoavat myös kon-
kreettisen työ- ja kohtaamispaikan tutkijoille ja 
tästä tulevat edut, mikä usein on houkuttele-
vampi vaihtoehto tutkijoille verrattuna itsenäi-
sen apurahatutkijan arkeen. 

Korona-ajan voi nähdä omalla tavallaan kiih-
dyttäneen avoimen tieteen tekemistä, kun tutki-
joiden ei enää tarvitse toimia vanhanaikaisesti 
pelkästään kasvotusten voidakseen jakaa kes-
keneräisiä tutkimustuloksia. Tieteen tekemisen 
siirtyminen läpinäkyviin ja avoimiin ympäris-
töihin on vain hyvä asia. Näin tutkimuksen lä-
pinäkyvyys lisääntyy, tutkimuksien laadun 
varmistaminen on helpompaa, sekä tutkimusten 
toistettavuus on edes jollakin tapaa mahdollista. 
Ehkäpä seuraava edistysaskel avoimen tieteen 

osalta voisi löytyä kalliiden julkaisumaksujen 
saralta, jotka hidastavat avointa tutkimusta 
merkittävästi. 
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