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TIIVISTELMA

Lukion matematiikassa on tapahtunut useita muutoksia liittyen muun muassa oppima-
teriaalien ja opiskeluvilineiden sihkdistymiseen ja kaikille yhteisen opintojakson perus-
tamiseen lukio-opintojen alkuun. Tissd tutkimuksessa selvitetdin, miten niiden muutos-
ten myotd oppikirjojen tehtivien painotukset lukiomatematiikan ensimmadiselld opinto-
jaksolla ovat muuttuneet toisaalta konseptuaalisen ja proseduraalisen tiedon ja toisaalta
matemaattisen luovuuden harjoituttamisen suhteen. Tutkimuksessa analysoitiin yh-
teensdi 400 tehtdvid vuosien 2003, 2015 ja 2019 opetussuunnitelmiin pohjautuvista en-
simmdisten opintojaksojen oppikirjoista. Tulokset osoittavat, ettd uudistusten myotdi teh-
tdvdt ovat muuttuneet selvisti konseptuaalista tietoa painottavampaan suuntaan.

JOHDANTO

Lukion matematiikan opetus on ollut muutoksien keskelld erityisesti 2010-lu-
vulla. Teknologian rooli osana opetusta on kasvanut merkittavasti. Selkeitd raja-
pyykkeja teknologian rantautumisesta matematiikan opetukseen ovat olleet
CAS-laskimien hyvéaksyminen kaytettdviaksi ylioppilaskirjoituksissa vuonna
2012 ja lopulta siirtyminen digitaaliseen ylioppilaskokeeseen kevaalla 2019 (Yli-
oppilastutkintolautakunta, 2018). Digitaaliseen koeymparistoon siirtyminen tar-
koittaa kokelaiden osalta sitd, ettd kdytossd on erilaisten laskinohjelmien (ml.
CAS-laskimien tietokoneohjelmistot) lisdksi my0s erilaisia apuvilineitd dynaa-
miseen ja visuaaliseen havainnollistamiseen (Ylioppilastutkintolautakunta,
2021). My®6s lukiomatematiikan opintojen alun rakennetta on uudistettu perus-
tamalla pitkille ja Iyhyelle oppimaéérélle yhteinen ensimmaéinen opintojakso ope-
tussuunnitelmauudistuksen yhteydessd vuonna 2016. Nédin valintaa pitkén ja ly-
hyen oppimédaran vililld ei tarvitse tehdd pelkdstdan peruskoulussa matematii-
kasta syntyneiden mielikuvien perusteella (Opetus- ja kulttuuriministerio, 2013;
ks. Portaankorva-Koivisto ym., 2021).
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Muutokset opetuksessa kdytettdvissa vilineissd ja opetuskdytdnteissa sekd yli-
oppilaskokeissa herédttavat kysymyksen siitd, ettd ovatko oppiaineen luonne ja
oppimistavoitteiden painotukset sdilyneet samoina vai onko niissd tapahtunut
jopa suunnittelemattomia muutoksia. Tassd tutkimuksessa tdtd kysymysta tar-
kastellaan analysoimalla oppikirjoissa esiintyvid tehtdvid. Tehtdvistd analysoi-
daan sitd, ettd missd madrin ne harjoituttavat proseduraalista sujuvuutta ja missa
madrin késitteellistda ymmartamista. Lisdksi tarkastellaan tehtdvien vaatimaa
luovan ajattelun maaraa.

Aiemmissa tutkimuksissa on havaittu, ettd oppikirjoilla on suomalaisessa mate-
matiikan opetuksessa varsin suuri opetusta ohjaava vaikutus (Lepik ym., 2015;
Perkkild, 2002; Viholainen ym., 2015). Lepikin ja kollegojen (2015) tutkimus pal-
jasti, ettd Suomessa oppikirjoilla on merkittdva vaikutus matematiikan opettajien
didaktisten ratkaisujen valintaan, ja ne toimivat yleensd myos pddasiallisena ope-
tuksessa kaytettdvien harjoitustehtdvien ldhteend. Myos Viholaisen ja kollegojen
(2015) lukion opiskelijoille ja matematiikan opettajille suunnatussa tutkimuk-
sessa tuli esiin, ettd matematiikan oppikirjojen teoriaosuudet, esimerkit ja harjoi-
tustehtdvat vaikuttavat vahvasti opettajien tyohon, mutta useimmille opiskeli-
joille oppikirja ndyttaytyy ldhinnd harjoitustehtdvapankkina. Kansainvélisissad
tutkimuksissa on vastaavasti tullut esiin oppikirjojen ja muiden oppimateriaalien
vahva vaikutus matematiikan opetukseen (Haggarty & Pepin, 2002; Johansson,
2006). Tdta taustaa vasten voidaan olettaa, ettd analysoimalla opetuksessa kay-
tettdvid oppikirjoja ja erityisesti niissd olevia harjoitustehtdvid on mahdollista
saada melko hyva kisitys myos kdytannon opetuksen painotuksista.

Lukion opetussuunnitelmaa on 2000-luvulla uudistettu kolme kertaa siten, ettd
uusi opetussuunnitelma on otettu kdyttoon vuosina 2004 (LOPS 2003), 2016
(LOPS 2015) ja 2021 (LOPS 2019) (Opetushallitus, 2003; Opetushallitus, 2015;
Opetushallitus, 2019). Opetussuunnitelmassa LOPS 2019 opintojaksoista kayte-
tdan nimitystd moduuli. Tassd tutkimuksessa tarkasteltavat opintojaksot ovat
seuraavat:

e LOPS 2003: Lukion matematiikan pitkd oppimaéérd, kurssi MAA1
e LOPS 2003: Lukion matematiikan lyhyt oppimaara, kurssi MAB1
e LOPS 2015: Kurssi MAY1

e LOPS 2019: Moduuli MAY1

Seuraavassa ndihin opintojaksoihin viitataan lyhenteilli MAA1 (2003), MAB1
(2003), MAY1 (2015) ja MAY1 (2019).

TEOREETTINEN VIITEKEHYS

Seuraavassa yhdistetddn konseptuaaliseen ja proseduraaliseen matemaattiseen
tietoon liittyva viitekehys ja luovaa ja jdljittelevdd matemaattista paattelya kasit-
televa viitekehys. Lisdksi tarkastellaan konseptuaalisen ja proseduraalisen tiedon
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ja luovan matemaattisen pddttelyn esiintymistd opetussuunnitelmissa LOPS
2003, LOPS 2015 ja LOPS 2019.

Konseptuaalinen ja proseduraalinen tieto

Konseptuaalinen eli kisitteellinen tieto voidaan maédritelld ymmarrykseksi siitd,
kuinka késitteet ja ongelmat muodostavat keskendéan verkoston (Hiebert & Le-
fevre, 1986). Haapasalo ja Kadijevich (2000) kutsuvat tdssd semanttisessa verkos-
tossa olevia késitteitd solmuiksi ja niiden valisid yhteyksid linkeiksi. Heiddn mu-
kaansa konseptuaaliseen tietoon sisdltyy myos kyky liikkua joustavasti tdssd ver-
kostossa ja etsid kuhunkin tilanteeseen tai ongelmaan sopivia késitteitd ja niiden
ominaisuuksia.

Proseduraalinen tieto voidaan madritelld kyvyksi kdyttdd ja esittdd sadntojd, algo-
ritmeja ja proseduureja (Hiebert & Lefevre, 1986). Haapasalo ja Kadijevich (2000)
ndkevit proseduraalisen tiedon perustaksi perdkkdin toteutetuista operaatioista
muodostuvat prosessit, jolloin proseduraalinen tieto tarkoittaa kykyéd tunnistaa
prosessin vaihe ja hahmottaa sen perusteella miten seuraava vaihe toteutetaan.

Haapasalon ja Kadijevichin (2000) mukaan konseptuaalinen tieto tyypillisesti
vaatii tietoista ajattelua, kun taas proseduraalinen tieto voi koostua automatisoi-
tuneista ja alitajuisista askeleista. Tdlloin tietotyyppien valilld vallitsee dynaami-
nen suhde eikd selkedd rajaa kahden tietotyypin vilille voida maarittdad. Haapa-
salon (2004) mukaan onkin mahdollista, ettd ratkaistaessa ongelmaa proseduraa-
lisen tiedon varassa kaksi toisiinsa liittyvdd sdantod voidaan yhdistdd onnistu-
neesti keskenddn ymmartamaittd yhteyden taustalla olevia perusteluja. Yleensa
kuitenkin konseptuaalinen ja proseduraalinen tieto liittyvat toisiinsa vahvasti, ja
hyvin monien ongelmien ratkaisussa tarvitaan nditd molempia.

Star (2005) pyrkii kumoamaan kasityksen, jonka mukaan proseduraalinen tieto
olisi pinnallista ja konseptuaalinen syvillistd. Han tarjoaa esimerkiksi syvalli-
sestd proseduraalisesta tiedosta proseduraalista joustavuutta, jonka avulla yksi-
16n on mahdollista vaikkapa yhtédlonratkaisutilanteessa valita kuhunkin tilantee-
seen parhaiten sopiva menetelma eri vaihtoehdoista. Toisaalta myos tieto kasit-
teiden valisistd suhteista voi olla hyvinkin puutteellista ja pinnallista, perustuen
asioiden ymmartdmisen sijaan esimerkiksi ulkoa oppimiseen.

Luova ja jdljittelevd matemaattinen paittely

Matemaattinen piittely voidaan madritelld ajatusten ketjuksi, jonka avulla voi-
daan tuottaa vaittamid tai saavuttaa ratkaisu tai lopputulos johonkin ongelmaan
(Lithner, 2017). Matematiikan opetuksessa painottuu varsin usein erilaisten rat-
kaisualgoritmien kdyton opettelu (Johnson ym., 2014). Téllainen opiskelu kehit-
tdd padasiassa opiskelijoiden jaljittelevdi matemaattista pdittelyd, jossa opiskelija
hyodyntéda tehtdvan ratkaisuprosessissa esimerkiksi jotain algoritmia, joka ha-
nelle on annettu tehtdvan ratkaisua varten tai jonka opiskelija muistaa muusta
yhteydesta (Lithner, 2007).
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Jdljittelevan pddttelyn (imitative reasoning) vastakohdaksi Lithner (2007) maarit-
telee luovan matemaattisperustaisen pdittelyn (creative mathematically founded rea-
soning) kasitteen. Téllaisen pddttelyn tulee ensinndkin olla paittelijdlle uutta si-
ten, ettd siind joko luodaan kokonaan uusi tai konstruoidaan uudelleen unohtu-
nut pddttelysarja. Taman lisdksi péattelyn tulee Lithnerin mukaan olla my6s us-
kottavaa, eli johtopddtoksille tulee esittdd myos argumentteja. Argumenteilla tu-
lee olla my©s matemaattinen perusta. On huomattava, ettd luovuus ja luova paat-
tely ovat kasitteind melko monitulkintaisia. Esimerkiksi Silver (1997) erottaa "ar-
kipdivdisen”, opetuksen keinoin kehitettdvissa olevan luovan toiminnan luovuu-
den késitteen erityislahjakkuuksiin viittaavista tulkinnoista. Hinen mukaansa
luovassa toiminnassa keskeistd ovat joustavuus, sujuvuus ja innovatiivisuus.
Téllainen luova toiminta on mahdollista ldhtokohtaisesti kaikille myos arkiela-
maéssd. Myo0s tdssd tutkimuksessa luova pdittely ajatellaan tdaméntyyppiseksi
luovaksi toiminnaksi, mikd on sopusoinnussa myos Lithnerin (2007) tulkinnan
kanssa.

Jdljittelevaan pdattelyyn perustuva ldhestymistapa matematiikan opetuksessa
saattaa tuntua houkuttelevalta silloin, jos halutaan sddstdd aikaa tai jos opiskel-
tava asia vaikuttaa olevan kisitteellisessd mielessd liian vaikeaa opiskelijoille
(Lithner, 2017). Johnson ja kollegat (2014) ovatkin Ruotsissa tehdyssa tutkimuk-
sessa havainneet, ettd opetuksessa kadytetyt materiaalit ndyttavéat suosivan jaljit-
televad pdattelyd, erityisesti algoritmista padttelyd, luovaa pddttelyd enemman.
Niss (2007) kuitenkin painottaa rakentavan ponnistelun merkitystd osana mate-
matiikan oppimista. Hinen mukaansa matemaattisen kompetenssin kehittymi-
sen kannalta on tdrkedd, ettd opiskelijoille tarjotaan riittdvésti ponnistelua vaati-
via tehtdvid. Matemaattisella kompetenssilla Niss tarkoittaa kykyad ymmartad, ar-
vioida ja kdyttdd matemaattisia taitoja erilaisissa tilanteissa. Luovaa paittelya
vaativat tehtdvit palvelevat tdtd tarkoitusta usein paremmin kuin jdljittelevaa
pddttelyd vaativat tehtdvat. Toisaalta Lithnerin (2017) mukaan jéljittelevin ja luo-
van pdéttelyn keskindisen tasapainon loytdminen voi parantaa opiskelijoiden
matemaattisen kompetenssin kehittymista.

Matemaattisen tiedon ja matemaattisen paittelyn luokittelujen muodostama
nelikenttd

Matemaattinen tieto voidaan siis jakaa konseptuaaliseen ja proseduraaliseen tie-
toon ja matemaattinen pdittely luovaan ja jdljittelevaan paattelyyn. Nama kum-
pikin kategorisointi jossain médrin muistuttavat toisiaan, mutta perusldhtokoh-
diltaan ne késittelevét eri asioita: Ensimmadinen kategorisointi liittyy yksilolla
olevaan matemaattiseen tietoon, kun taas jalkimmdinen kategorisointi kdsittelee
toiminnallista prosessia, pddttelyd, jossa tarvitaan tietoa. Proseduraalista tietoa
hyodyntava paattely liittyy jonkun proseduurin suorittamiseen ja proseduraali-
sen tiedon omaksuminen tarkoittaa proseduurin vaiheiden oppimista (Kilpatrick
ym., 2001). Konseptuaalista tietoa hyodyntdva paattely ja konseptuaalisen tiedon
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omaksuminen puolestaan liittyvit kasitteiden, kdsitteiden ominaisuuksien tai
kasitteiden vilisten yhteyksien tarkasteluun (Kilpatrick ym., 2001, Haapasalo &
Kadjijevich, 2000). Se, missd mddrin pddttely vaatii luovuutta, riippuu yksilon
aiemmista kokemuksista ja tarjolla olevista avuista. N&itd apuja voivat olla pai-
netussa tai sdhkoisessd materiaalissa olevat suoritusohjeet tai esimerkit tai esi-
merkiksi opettajan tai oppilastoverin antamat neuvot. Proseduurin suorittami-
nen voi vaatia luovuutta, jos siihen ei ole olemassa valmista mallia, ja toisaalta
konseptuaaliseen paattelyyn on mahdollista tarjota valmiita toimintamalleja. T4-
ten voidaan ajatella, ettd sekd proseduraaliseen tietoon perustuva luova péttely
ettd konseptuaaliseen tietoon perustuva jdljitteleva pddttely ovat mahdollisia.
Niinpd on mahdollista ja mielekdstd muodostaa seuraavat padttelykategoriat:

e Proseduraaliseen tietoon perustuva jdljittelevd matemaattinen paéttely
(PJ)
¢ Proseduraaliseen tietoon perustuva luova matemaattinen pédéttely (PL)

e Konseptuaaliseen tietoon perustuva jdljittelevd matemaattinen paéttely
(KJ)

e Konseptuaaliseen tietoon perustuva luova matemaattinen pddttely
(KL)

Kaytdnnossd etenkin monimutkaisemmat péattelyprosessit usein sisdltavit ele-
menttejd useammasta kuin yhdestd kategoriasta. Mielenkiintoista onkin tutkia
kategorioiden vilisid painotuksia. Useimmiten jonkun kategoriatyypin padttely
on prosessissa keskeisin. Lisdksi on huomattava, ettd tiedon ja pdittelyn katego-
risointiin perustuva malli ei riitd kuvaamaan kaikkia matemaattisessa paitte-
lyssd tarvittavia kompetensseja. Esimerkiksi Kilpatrickin ja kollegojen (2001) niin
kutsutun narunpddmallin mukaan matematiikassa tarvitaan konseptuaalisen
ymmarryksen ja proseduraalisen sujuvuuden lisdksi strategista kompetenssia,
kykya loogiseen ajatteluun, reflektioon ja asioiden perustelemiseen seké oikean-
laista asennetta ja ndkemystd matematiikkaa kohtaan. Nama kaikki elementit
ovat lisdksi voimakkaasti vuorovaikutuksessa ja sidoksissa toisiinsa. Pdattelyn
kategorisoinnin tarkoituksena ei olekaan tarjota selitysmallia matemaattiselle
pdadttelylle, vaan toimia tyokaluna painotuserojen havaitsemiselle.

Proseduraalinen ja konseptuaalinen tieto ja luova paittely lukion opetus-
suunnitelmissa 2000-luvulla

Opetussuunnitelmissa LOPS 2003 (Opetushallitus, 2003), LOPS 2015 (Opetushal-
litus, 2015) ja LOPS 2019 (Opetushallitus, 2019) matematiikan yleiset tavoitteet
muistuttavat melko pitkille toisiaan. Kaikissa ndissd mainitaan matemaattisesti
esitetyn tiedon ymmartdminen, hyddyntdminen ja tuottaminen sekd tutustumi-
nen matematiikan perusideoihin ja rakenteisiin. Lisdksi mainitaan matemaattis-
ten késitteiden merkityksien hahmottaminen ja niiden liittdminen laajempiin ko-
konaisuuksiin. Namd kaikki tavoitteet liittyvit ensisijaisesti konseptuaaliseen
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tietoon. Proseduraaliseen tietoon liittyvistd tavoitteista mainitaan laskemisen ja
ongelmien ratkaisemisen taitojen kehittdminen. Opetussuunnitelmissa LOPS
2015 ja LOPS 2019 mainitaan lisdksi tietokoneohjelmistojen kdyton harjaannutta-
minen matematiikan oppimisen, tutkimisen ja ongelmanratkaisun apuvélineina.
Tama viitannee ensisijaisesti proseduraaliseen tietoon. Lisdksi kaikissa kolmessa
opetussuunnitelmassa mainitaan, ettd opiskelijaa kannustetaan kokeiluihin ja
luovien ratkaisujen kehittamiseen. Opetussuunnitelmassa LOPS 2019 korostuvat
aiempia opetussuunnitelmia enemmaén tiedon ja tulosten kriittinen arviointi,
jonka voidaan ajatella vaativan erityisesti konseptuaalista tietoa. Lisdksi aiem-
mista opetussuunnitelmista poiketen korostetaan monitieteisyyttd, joka myos lii-
tetddn luovuuteen.

Kurssin MAA1 sisdltoind ovat funktioihin ja yhtdloihin liittyvéat perusasiat. Kurs-
sikohtaisissa tavoitteissa mainitaan proseduraaliseen tietoon viittaavat yhtalon-
ratkaisu- ja prosenttilaskentataitojen vahvistaminen, nelijuuren ja potenssin las-
kusdantojen kdyton harjaantuminen ja potenssiyhtédldiden ratkaisemisen oppi-
minen. Sen sijaan konseptuaaliseen tietoon tavoitteissa viittaavat verrannollisuu-
den, nelidjuuren ja potenssi kdsitteiden ymmartdminen ja funktiokéasitteen ym-
martdmisen syventdminen.

Kurssin MAB1 aiheena ovat lausekkeet ja yhtdlot. Konseptuaaliseen tietoon kurs-
sikohtaisissa tavoitteissa viittaa lineaarisen riippuvuuden, verrannollisuuden ja
toisen asteen yhtdlon kidsitteiden ymmartaminen. Muut mainitut tavoitteet liitty-
vétkin suurelta osin proseduraaliseen tietoon. Nditd ovat muun muassa yhtalon-
ratkaisutaitojen vahvistaminen, toisen asteen yhtdlon ratkaisemisen oppiminen,
matematiikan kdytto jokapdivdisen elamédn ongelmien ratkaisussa ja ongelmien
muotoileminen yhtaloksi.

LOPS 2015:n kaikille yhteisen opintojakson MAY1 sisdlté on melko moninainen
kasittden muun muassa peruslaskutoimituksiin, prosenttilaskentaan, funktioon,
lukujonoihin, potenssin ja logaritmiin liittyvéd asiaa. Listatuista kurssikohtaisista
tavoitteista kisitteelliseen tietoon voidaan liittdd funktion kdsitteen ymmarryk-
sen vahvistaminen ja lukujonon késitteen ymmartaminen. Proseduraaliseen tie-
toon puolestaan viittaavat peruslaskutoimitusten ja prosenttilaskennan periaat-
teiden kertaaminen, kyky maaérittdd lukujonoja, kyky ratkaista ongelmia lukujo-
nojen avulla seka kyky kayttda teknisid apuvilineitd funktion kuvaajan ja luku-
jonojen tutkimisessa ja lukujonoihin liittyvien ongelmien ratkaisemisessa.

Moduulin MAY1 (LOPS 2019) sisdlto painottuu peruskoulussa opittujen asioiden
kertaamiseen ja tdydentdmiseen. Késitteelliseen tietoon opintojaksokohtaisissa
tavoitteissa viittaa selkeimmin funktion késitteen ymmarryksen vahvistaminen.
Lisdksi tavoitteissa mainitaan yhtdlon ja yhtdloparien ratkaisemisen periaattei-
den ymmartaminen, joka ainakin nédin ilmaistuna viitannee ensisijaisesti konsep-
tuaaliseen tietoon. Proseduraaliseen tietoon viittaavia tavoitteita puolestaan ovat
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prosenttilaskennan periaatteiden kertaaminen, verrannollisuuden kdyton hal-
linta, murtolukujen laskutaitojen syventdminen, potenssien laskusdantsjen ker-
taaminen ja ohjelmistojen kdyton oppiminen kuvaajien piirtdimiseen, havain-
nointiin ja yhtdldiden ratkaisemiseen.

Verrattaessa edelld késiteltyja kolmen opetussuunnitelman tavoitteita havaitaan,
ettd proseduraalisen ja konseptuaalisen tiedon keskindinen suhde nayttdd pysy-
van melko samana sekd kaikkien kolmen opetussuunnitelman matematiikan
yleisten tavoitteiden ettd kurssien MAA1 (2003), MAB1 (2003) ja MAY1 (2015)
opintojaksokohtaisten tavoitteiden osalta. Moduulin MAY1 (2019) tavoitteissa
sen sijaan konseptuaalinen tiedon osuus vaikuttaa kuitenkin jadvaan vahadisem-
maksi verrattuna muihin tarkasteltuihin kursseihin. Opetussuunnitelmissa
LOPS 2015 ja LOPS 2019 tavoitteissa on mainittu opetussuunnitelmasta LOPS
2003 poiketen ldhinnd proseduraaliseen tietoon viittaava teknisten apuvdlinei-
den sujuvan kadyton harjoittelu.

Luova matemaattinen pdittely ei eksplisiittisesti tule esiin minkddn mainitun
neljan opintojakson MAA1 (2003), MAB1 (2003) ja MAY1 (2015) opintojaksokoh-
taisissa tavoitteissa.

TUTKIMUKSEN TAVOITE

Tamaén tutkimuksen tavoitteena on selvittdd, kuinka painotukset lukion matema-
tiikkan ensimmadisen opintojakson harjoitustehtdvien vaatimassa matemaattisessa
tiedossa ja pddttelyn luonteessa ovat muuttuneet 2000-luvun aikana. Harjoitus-
tehtdvid analysoidaan ainoastaan suhteessa oppimateriaaliin. Tama tarkoittaa
sitd, ettd harjoitustehtdvien vaatimuksia pyritddn analysoimaan tehtdvan luon-
teen ja tehtdvan oppimateriaalissa olevan kontekstin avulla. Konteksti koostuu
oppimateriaalissa olevista tehtdvadn liitetyistd tai tehtdvadd edeltdavistd esimer-
keistd ja teoriaosuuksista. Tehtdavan vaatimuksiin ratkaisuhetkelld toki vaikutta-
vat ratkaisijan tiedot, taidot ja kokemukset, opettajan toiminta sekd ratkaisuti-
lanne. Ndiden tekijoiden vaikutusta ei tdssd tutkimuksessa kuitenkaan huomi-
oida.

TUTKIMUKSEN TOTEUTUS

Tassa tutkimuksessa harjoitustehtdvien edellyttamid vaatimuksia analysoitiin
Taulukossa 1 esitettdvien tehtdvakategorioiden avulla. Kukin tehtdva pyrittiin
sijoittamaan parhaiten sopivaan tehtdvidkategoriaan Taulukossa 1 esitettyjd kri-
teerejd soveltaen.

Jos tehtdvan pddtavoitteena oli jonkun proseduurin tai teknisen laskutoimituk-
sen harjoittelu, sen yleensa katsottiin harjoituttavan ensisijaisesti proseduraalista
tietoutta ja siten tehtdva sijoitettiin joko kategoriaan PJ tai kategoriaan PL. Jos
taas tehtdvan pddtavoitteena oli tehdd padtelmid jostakin matemaattisesta kasit-
teestd tai késitteiden vilisistd yhteyksistd, tulkittiin sen ensisijaisesti vaativan
konseptuaalista tietoa ja se sijoitettiin joko kategoriaan K] tai kategoriaan KL.
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Taulukko 1. Tehtdvikategorioiden kriteerit.

Kategoria

Maiéaritelma

Proseduraalinen
jaljitteleva (PJ)

Tehtdva keskittyy jonkin proseduurin harjoitteluun. Tehta-
vddn 16ytyy sen oheismateriaalista vdhintdan yksi esi-
merkki tai kaava, josta yksin saadaan tehtdvan ratkaisuun
tarvittava prosessi.

Proseduraalinen
luova (PL)

Tehtdvdssd vahvistetaan tai syvennetddn jonkin proseduu-
rin kdyton sujuvuutta. Tehtdvédn ei 16ydy oheismateriaa-
lista suoraan esimerkkid tai ratkaisijan tulee itse koostaa
tarvittavat proseduurit ja niiden kadyttd useammasta esi-
merkista.

Konseptuaalinen
jaljitteleva (KJ)

Tehtdvdssad tutustutaan johonkin uuteen kasitteeseen ja sen
ominaisuuksiin sekd niiden kdyttoon. Tehtdvadn linkittyy
oheismateriaaleista vdhintddan yksi esimerkki, maaritelma
tai kaava, jossa esitelldan tehtdavan ratkaisuun vaadittavat
matemaattiset ominaisuudet ja laskusddannot. Tehtdva ei
vaadi merkittdvad tiedon soveltamista. Tehtdvdssd yleensa
luodaan mallia seuraten matemaattisen saannon, todistuk-
sen, laskun, muunnoksen tai datan osa tai hyodynnetdan
jotakin ndista.

Konseptuaalinen
luova (KL)

Tehtédvéassa vahvistetaan tai syvennetdan johonkin késittee-
seen tai sen ominaisuuksiin liittyvaa tietoutta. Tehtdvaan ei
l6ydy oppimateriaalista selkedsti linkittyvad esimerkkid tai
kaavaa, tai vaihtoehtoisesti tehtdvaan linkittyy useita esi-
merkkejd, joita soveltamalla ratkaisijan on mahdollista 16y-
tdd kasitteeseen liittyvidt sdannot ja ominaisuudet. Tehta-
vdssd yleensd luodaan matemaattinen sddanto, todistus,
lasku, muunnos tai data tai tulkitaan jotakin ndista.

Luova-jdljitteleva —asteikolla keskeisend kriteerind analyysissa oli, kuinka paljon
ja kuinka helposti opiskelijan on mahdollista 16ytdd tehtdvan ratkaisuun apua
oppimateriaalista. Jdljittelevdd pédéattelyd vaativiksi luokiteltujen tehtdvien koh-
dalla tehtdvan ratkaisuun vaadittavat vaiheet ja tiedot olivat suhteellisen helposti
loydettdvissa oppimateriaalista. Proseduraalisissa tehtédvissd (kategoria PJ) tama
saattoi tarkoittaa esimerkiksi sitd, ettd laskussa tapahtuvat vaiheet olivat toisin-
nettavissa valmiista esimerkistd. Sen sijaan luovaa pédttelyd vaativissa prosedu-
raalisissa tehtdvissd (kategoria PL) opiskelijan tuli pystyd yhdistelemdin ja so-
veltamaan useista eri esimerkeistd 16ytyvéa tietoa ja luoda niiden pohjalta kasilla
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olevaan tehtdvddn sopiva proseduuri. Konseptuaalisissa tehtdvissd puolestaan
keskeisend kriteerind matemaattisen paittelyn tyypin suhteen oli se, mill4 tasolla
jokin késite tai kdsitteet tulee hallita. Jadljittelevad paattelyd vaativiksi luokitel-
luissa tehtdvissad (kategoria KJ) ratkaisun kannalta oleellinen késite ja sen tarvit-
tavat ominaisuudet oli annettu oppimateriaalissa, mutta luovaa péaattelya vaati-
vissa tehtdvissd (kategoria KL) opiskelijan tuli pystyd yhdistamé&an késitteesta
aiemmin oppimaansa asiaan uusia ominaisuuksia ja piirteitd. Esimerkiksi kuvaa-
jien tulkitseminen voidaan katsoa olevan erddnlainen luova tehtdvd, silld siind
opiskelijan tulee luoda padtelmid ja liittdd visuaaliseen, tdssd tapauksessa graafi-
seen, esitystapaan verbaalinen kuvaus. Luovissa konseptuaalisissa tehtdvissa
tehtdvana saattoi myos olla jonkin késitteeseen liittyvan ominaisuuden johtami-
nen tai todistaminen.

Kuvassa 1 on esitetty tyyppiesimerkkejd kustakin analyysissd kdytetysta tehta-
vakategoriasta.

A

Luovuus
Proseduraalinen luova Konseptuaalinen luova
Tyyppiesimerkki: Tyyppiesimerkki:

"Maérita suurin mahdollinen |"Osoita, ettei Fibonaccin
pinta-ala, joka voidaan rajata |lukujono ole

hy6dyntaen funktioiden a) aritmeettinen
f(x)=sin x ja g(x)=cos x b) geometrinen.”
kuvaajia seké
koordinaatistoakselien
Proseduraalisuus |avulla.” Konseptuaalisuus

< »
< >

Proseduraalinen jaljitteleva |Konseptuaalinen jéljitteleval

Tyyppiesimerkki: Tyyppiesimerkki:
"Ratkaise yhtalo "Etsi yhtalén x2+2x+1=0 juuri
3x+1=x+9." tai juuret.”

Jéljittelevyys

\4

Kuva 1. Tehtavéluokat asettuneina proseduraalis-konseptuaalinen- ja luova-jal-
jitteleva -asteikkojen muodostamaan koordinaatistoon.

Tutkimuksen kohteeksi valittiin yhteensa seitseméan kustannettua oppikirjaa si-
ten, ettd niistd kaksi oli suunnattu kurssille MAA1 (2003), kaksi kurssille MAB 1
(2003), kaksi kurssille MAY1 (2015) ja yksi moduulille MAY1 (2019). Moduulin
MAY1 (2019) osalta tyydyttiin yhteen oppikirjaan, koska kyseisen moduulin op-
pikirjoissa oli analyysin tekohetkelld vield saatavuusongelmia. Samalle kurssille
suunnatut kirjat valittiin eri kustantamoilta. Kurssien MAA1 (2003), MAB 1
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(2003) ja MAY1 (2015) oppikirjoista valittiin systemaattisella otannalla 50 analy-
soitavaa tehtdavaa kustakin oppikirjasta, ja moduulin MAY1 (2019) kirjasta valit-
tiin 100 tehtdavad. Tavoitteena oli valita tehtdvid tasapuolisesti koko kirjan eri
osista. Tehtdavien kokonaismddran perusteella médritettiin jokaiselle kirjalle tietty
otantavili, joka maadrdsi monenko tehtdavan vilein tehtdvid otetaan luokitelta-
vaksi. Tdlld otantatavalla saatiin luokitteluun tehtdvid kirjan jokaisesta aihealu-
eesta ja tehtdvien haastavuustasoon saatiin myos vaihtelua. Analysoitava otos
siis koostui yhteensad 400 tehtdvéstd siten, ettd jokaiselta neljdltd opintojaksolta
mukana oli 100 tehtadvaa.

Analyysissa otokseen valitut tehtdvét luokiteltiin Taulukossa 1 esitetyn katego-
risoinnin mukaan. Tamén jdlkeen opintojaksojen jakaumien vélisid eroja tarkas-
teltiin tilastollisesti khiin nelittestin ja residuaalien avulla. Luokittelun luotetta-
vuuden arvioimiseksi toinen asiaan perehtynyt luokittelija suoritti jalkikédteen
vield kahdesta eri kirjasta valitun sadan tehtdvan riippumattoman tarkistus-
luokittelun. Luokittelujen yhdenmukaisuusaste oli konseptuaalinen-prosedu-
raalinen -asteikolla 97 % ja luova-jdljittelevad -asteikolla 93 %. Koko nelikentan
suhteen yhdenmukaisuusaste oli 91 %. Nakemyserot liittyivdt muutamaan yksit-
tdiseen tehtdvadn, ja niitd esiintyi molemmilla asteikoilla kumpaankin suuntaan.
Luokkien suhteellisiin jakaumiin eroilla oli hyvin vdhan vaikutusta. Alkupe-
rdistd luokittelua ei ryhdytty tarkistusluokittelun jalkeen endd muuttamaan. Luo-
tua nelikentt&dd ja sen toimivuutta testattiin myos opiskelijaryhmilld, joiden teh-
tavaksi annettiin luokitella alakoulun matematiikan oppikirjoissa esiintyvia teh-
tavid nelikenttdd kayttden. Opiskelijoiden luokittelut noudattelivat padasiassa
nelikentdn tekijan ndkemyksid tehtdvien luokittelusta.

TULOKSET
Tehtavikategorioiden jakaumat

Tehtdvikategorioiden jakaumat opintojaksoittain on esitetty Taulukossa 2. Kai-
killa tarkastelluilla kursseilla frekvenssiltddn yleisin kategoria on ”Proseduraali-
nen luova”. Toiseksi yleisin kategoria LOPS 2003:n kursseilla MAA1 ja MABI on
“Proseduraalinen jdljittelevd”, kun taas MAY1 (2015) ja MAY1 (2019) -opintojak-
soilla toiseksi yleisin kategoria on “Konseptuaalinen luova”. Selkedsti frekvens-
siltddn pienin kategoria kurssia MAA1 (2003) lukuun ottamatta on “Konseptuaa-
linen jaljitteleva”.

Luovaa matemaattista pddttelyd ainakin jossakin méddrin vaativien tehtédvien (ka-
tegoriat PL ja KL) osuus koko otannasta (n=400) on 70,5 prosenttia ja jdljittelevaa
matemaattista pddttelyd vaativien tehtdvien (kategoriat PJ ja KJ) osuus 29,5 %.
Kaikista tehtavistd 68,5 % luokiteltiin proseduraalista tietoa vaativiksi (kategoriat
PJjaPL)ja 31,5 %konseptuaalista tietoa vaativiksi. LOPS 2003:n kursseilla MAA1
ja MAB1 konseptuaalista tietoa vaativien tehtdvien osuus jdi alle neljannekseen,
mutta mychemmilld opintojaksoilla MAY1 (2015) ja MAY1 (2019) niiden osuus
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oli jo selkedsti suurempi. Eroa on nimenomaan kategorian “Konseptuaalinen
luova” osuuksissa. Mielenkiintoista on myos havaita, ettd sekd proseduraalista
tietoa ettd jdljittelevad padttelyd vaativien tehtdvien osuudet LOPS 2003:n pitkédn
ja lyhyen matematiikan kursseilla MAA1 ja MABI ovat ldhes tdsmdlleen yhtd
suuret.

Taulukko 2. Tehtdvien prosentuaalinen jakautuminen kategorioihin opintojak-
sokohtaisesti.

Opintojakso n PJ (%) PL (%) KJ (%) KL (%)
MAA1 (2003) 100 20 58 12 10
MABI (2003) 100 24 52 7 17
MAY1 (2015) 100 18 44 11 27
MAY1 (2019) 100 19 39 7 35
Yhteensid 400 20,3 48,3 9,3 22,3

Kuvassa 2 esitettdvdssd kaaviossa on kuvattu proseduraalista tietoa ja jdljittele-
vdd matemaattista pddttelyd vaativien tehtdvien frekvenssiosuuksien opintojak-
sojen vilisid eroja prosenttiyksikkoind. Siind LOPS 2015:n kaytt6onoton myota
tapahtunut konseptuaalista tietoa vaativien tehtdvien osuuden edelld mainittu
kasvu ndkyy proseduraalista tietoa vaativien tehtdvien osuuden merkittavana
vdhenemisend. Tarkasteltavien opintojaksojen vililld on frekvenssijakaumissa
tilastollinen, efektiltdan pieni ero (x2(9) = 23.981, p=.004, V=0.14). Ero paikantuu
konseptuaalisiin luoviin tehtdviin siten, ettd opintojaksolla MAY1 (2019) katego-
ria “Konseptuaalinen luova” on yliedustettuna (std. res = 2.7), kun taas kurssilla
MAAT1 (2003) sama kategoria on aliedustettuna (std. res = —2.6). Tarkasteltaessa
opetussuunnitelmien pdivittimisen yhteyksissd tapahtuneita suhteellisten
osuuksien muutoksia ndyttdd timdn aineiston perusteella siltd, ettd suurin muu-
tos tapahtui vuonna 2016, kun LOPS 2015 ja sen my®6ta lukion matematiikan mo-
lemmille oppimddrille yhteinen ensimmadinen kurssi otettiin kayttoon. Talloin
proseduraalista tietoa vaativien tehtdvien osuus vdheni vanhaan pitkddn mate-
matiikkaan verrattuna 16 prosenttiyksikkod ja vanhaan lyhyeen matematiikkaan
verrattuna 14 prosenttiyksikkoa.

Samalle opetussuunnitelmalle suunnattuja oppikirjoja verrattiin keskenddn pro-
seduraalista ja konseptuaalista tietoa vaativien tehtdvien suhteellisten osuuksien
suhteen, luovaa ja jdljittelevad pddttelyd vaativien tehtdvien suhteellisten osuuk-
sien suhteen ja neljdn tehtdviakategorian suhteellisten osuuksien suhteen. Ainoa
loydetty ero oli kurssin MAY1 (2015) kohdalla efektiltdéan kohtalainen tilastolli-
nen ero neljan tehtdvéakategorian suhteellisten osuuksien vilille (y? (3)=10.946,
p=.012, V=0.33) ja luovaa ja jdljittelevad padttelyd vaativien tehtdvien osuuksien
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vilille (x2(1)=8.208, p=.004, V=0.29). Tehtdavakategorioiden viliset erot eivit kui-
tenkaan paikantuneet yhdenkddn kategorian suhteen residuaalien jaddessa it-
seisarvollisesti alle 1.96 kaikissa kategorioissa.

Proseduraalisuus: -2 %-yks.
Jéljittelevyys: -1 %-yks.

MAA1 MAB1
Proseduraalisia: 78 % [ Proseduraalisia: 76 %
Jéljittelevia: 32 % <: IJéljittelevié: 31%

Proseduraalisuus: +2 %-yks.
Jaljittelevyys: +1 %-yks.

Proseduraalisuus: -16 %-yks. Proseduraalisuus: -14 %-yks.
Jéljittelevyys: -3%-yks. Jéljittelevyys: -2 %-yks.

MAY1 (2015)

L Proseduraalisia: 62 %
Jaljittelevia: 29 %

Muutos MAA1 -> MAY1 (2019):

Proseduraalisuus -20 %-yks

Jéljittelevyys: -6 %-yks.

Proseduraalisuus: -4 %-yks.
Jaljittelevyys: -3 %-yks.

MAY1 (2019)
Proseduraalisia: 58 %
Jaljittelevia: 26 %

NV

Kuva 2. Proseduraalista tietoa ja jdljittelevdd paddttelyd vaativien tehtdvien pro-
sentuaalisten osuuksien erot opintojaksojen valilla.

POHDINTA

Tutkimuksen tulokset osoittavat, ettd kahden viimeisimmaén lukion opetussuun-
nitelmauudistuksen myotd lukiomatematiikan ensimmadisten opintojaksojen
harjoitustehtédvissd konseptuaalista tietoa vaativien tehtdvien suhteellinen osuus
on kasvanut ja vastaavasti proseduraalista tietoa vaativien tehtdvien osuus pie-
nentynyt. My6s luovaa matemaattista paattelyd vaativien tehtdvien osuus on hie-
man kasvanut.

Opetussuunnitelmia LOPS 2003, LOPS 2015 ja LOPS 2019 verrattaessa ei aina-
kaan suoraan tule esiin lukiomatematiikan painotuksen muuttuminen konseptu-
aalisen tiedon suuntaan ensimmadisten opintojaksojen osalta. Tama herattdd ky-
symyksen, onko havaittu muutos konseptuaalista tietoa painottavien tehtdvien
suuntaan tarkoituksellinen vai ovatko muut muutokset sisdlloissa ja kdytanteissa
johtaneet siihen. Voidaan ajatella, ettd sdhkoisten ohjelmistojen, etenkin CAS-
laskennan, entistd laajemman kayttoonoton myotd proseduraalisten laskumene-
telmien harjoittelun tarve on vahentynyt ja mekaaniset laskutoimitukset voidaan
suorittaa nopeammin laskinohjelmistojen avulla (Eronen & Haapasalo, 2010). Ai-
karesursseja opetuksessa jdd siten enemman kaytettdviksi kédsitteellisemmaille

14



Kettunen ym. FMSERA Journal 5(1) 2022

tarkastelulle, ongelmanratkaisulle seka péadttelylle ja perustelemiselle (Verschaf-
fel ym., 2009). Sahkoiset ohjelmistot helpottavat myos visuaalista mallintamista
ja suurten aineistojen analysointia esimerkiksi taulukkolaskennan avulla. Lisdksi
erilaisten vaihtoehtojen kokeileminen on helpompaa sovellusten avulla kuin pel-
kastdadan kyndd ja paperia kdyttamalld. Tdten tehtdvien painotusta on helpompi
siirtdd kohti soveltamista ja ongelmanratkaisua. Tallaisiin tehtdviin on harvem-
min tarjolla valmiita toimintamalleja tai algoritmeja, ja usein ne vaativatkin op-
pilaalta omaa luovaa ajattelua (Kilpatrick ym., 2001). Tamédn kehityksen voisi
odottaa nikyvan luovaa matemaattista ajattelua vaativien tehtdvien painotuksen
lisdantymisena.

Lukiomatematiikan ensimmdinen kurssi on tdrkedssd roolissa mielikuvien ja
odotusten luomisessa opiskelijoille. Sen tulisi myts motivoida opiskelijoita ma-
tematiikan opiskeluun. MAY1 (2015) -kurssi ei timédn suhteen ollut kuitenkaan
kovin hyvin onnistunut, vaan sitd pidettiin laajana ja vaikeana eikd se juuri muut-
tanut opiskelijoiden kuvaa matematiikasta (Portaankorva-Koivisto ym., 2018).
Koulumatematiikkaa etenkin peruskoulun osalta on perinteisesti pidetty lasken-
tapainotteisena, joten konseptuaalista tietoa painottava ldhestymistapa lukiossa
saattaa olla yksi hammennystd aiheuttava tekija lukio-opintojaan aloittelevalle
opiskelijalle. Mikili konseptuaalispainotuksesta lukiomatematiikan ensimmadi-
sen kurssin osalta halutaan jatkossa pitdd kiinni, tahén asiaan on syyta kiinnittdaa
huomiota.

Nyky-yhteiskunnassa usein korostetaan tiedonkésittelyyn, luovuuteen, ongel-
manratkaisuun ja kommunikointiin liittyvien taitojen merkitystd (Flynn, 2014).
Siten myoskddn matematiikassa painotuksen siirtymistd kohti konseptuaalista
tietoa ja luovaa matemaattista ajattelua harjoittavien tehtdvien suuntaan ei ldh-
tokohtaisesti voi pitdd huonona asiana. Kuitenkin myo6s sujuvaa mekaanista las-
kutaitoakin tarvitaan, joten etenkin proseduraalisen ja konseptuaalisen tiedon
painotusten suhteeseen on tdarkedd kiinnittdd huomiota tulevaisuudessa.

Tutkimuksella on rajoituksensa. Eri opetussuunnitelmien mukaisia oppikirjasar-
joja on tdhdn tutkimukseen valittu vain rajattu otos. Toisaalta opetussuunnitel-
mittain oppikirjasarjoista ei 16ytynyt raportoitavia eroja ja tdmaé osaltaan vahvis-
taa tutkimuksen sisdltovaliditeettia. Kirjoitusvaiheessa viimeisimmédn opetus-
suunnitelman mukaisia oppikirjoja oli tarjolla vain yksi, joka on huomioitava tul-
kintoja tehdessd. Proseduraalisen ja konseptuaalisen tiedon dynaaminen luonne
asettaa kyseenalaiseksi absoluuttisen rajanvedon ndiden tietopainotusten vilille
(ks. Haapasalo & Kadijevich, 2000). Tamé& ndkyi my0s aineiston tarkistuksessa
luokittelujen yhdenmukaisuudessa ldhes viiden prosentin erona. Kuitenkin eron
jdddessd ndin pieneksi vahvistui tutkimuksen keskeisin tulos eri tietopainotteis-
ten tehtdvien suhteellisissa osuuksissa tapahtuneista muutoksista.
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