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TIIVISTELMA

Ankkuroivien metaforien avulla matematiikan abstraktit kisiteet voidaan palauttaa sel-
laisiin yleisiin kokemuksiin, joita jokaisella ihmiselld on omasta kehostaan ja sen toimin-
nasta ympdroivissd maailmassa. Tissd tutkimuksessa kehitetdin puutikkukokoelmiin pe-
rustuva ja ihmisen nikoaistia hyodyntivi ankkuroiva metafora murtoluvuille, joka on
samaan aikaan yhteensopiva sekd murtolukujen ekvivalenssin, ettd kaikkien murtoluku-
jen laskutoimitusten kanssa. Lakoff ja Nuriez (2000) ovat esitelleet aritmetiikalle nelji
perustavanlaatuista ankkuroivaa metaforaa, jotka toimivat kehitystyon perustana, mutta
joista yksikdiin ei sovi sellaisenaan yhteen murtolukujen kerto- ja jakolaskun kanssa. Ke-
hitystyon tavoitteena on tukea mahdollisuuksia ehedn murtolukukdsitteen kehittymiselle.

JOHDANTO

Kognitiotieteen mukaan kokemukset oman kehon liikkeisté ja kasilld tekemisesta
luovat pohjan kaikelle ajattelulle (Lakoff & Nufiez, 2000; Soto-Andrade 2014).
Matematiikastakin voi tulla kdsitettdvad, kun se riisutaan symboliikasta, tuodaan
tuttuun ympaéristoon ja palautetaan maailmassa vallitseviin yleisiin lainalaisuuk-
siin. Tassd tutkimuksessa ldhestytddn kysymystd siitd, miten murtoluvuista ja
niiden laskutoimituksista voitaisiin muodostaa ehed késitys.

Murtolukujen peruslaskutoimitukset voidaan suorittaa mekaanisesti noudatta-
malla murtolukujen laskusddntoja. Tamd ei kuitenkaan varsinaisesti edellytd,
eikd liioin osoita, ettd ihmiselle olisi muodostunut kasitys murtoluvuista. Suju-
van laskemisen sisdltdméa prosessitaito ja ymmartdmiseen liittyvan késitetieto
ndhdddn matematiikan didaktiikassa yleensd erillisind matemaattisina kompe-
tensseina (Kilpatrick ym., 2005). Matemaattisten kompetenssien niakokulmasta
tassa tutkimuksessa keskitytaan murtolukuihin liittyvan késitetiedon muodostu-
miseen.

Matematiikan ainedidaktisessa tutkimuksessa murtolukuja pidetddan yhtend vai-
keimmista koulumatematiikan késitteistd (Boero ym., 2016; Joutsenlahti & Perk-
kild, 2021; Siegler & Pyke, 2013), mikd tekee niiden opettamisesta erityisen kieh-
tovan tutkimusaiheen. Selityksid murtolukujen oppimisen haasteille on matema-
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tiikkan ainedidaktisessa tutkimuksessa aiemmin etsitty muun muassa laskemi-
seen perustuvasta opetuksesta, joka ei tue kédsiteenmuodostusta (Moss & Case,
1999; Ni & Zhou, 2005), mutta my®0s itse murtoluvun monitulkinnallisesta kési-
teestd (Boero ym., 2016) sekd murtolukujen symboliesityksen monimutkaisesta
suhteesta luonnollisten lukujen symboliesitykseen (Lamon, 1999; Ni & Zhou,
2005). Erityisen vaikeaksi on niin arkikokemusten kuin tutkimustenkin perus-
teella osoittautunut kasityksen saaminen murtoluvun jakolaskusta (Ball, 1990;
Cramer & Wyberg, 2009).

Murtolukujen opettamiseen liittyva ainedidaktinen tutkimus on pitkddan keskit-
tynyt teoreettisen mallin ympdrille, jossa murtolukujen kasite tulkitaan koostu-
van useammasta osakdsitteestd, joita ovat murtoluvun tulkinnat mittana (mea-
sure), suhteena (ratio), operaattorina (operator) ja osamddrdnd (quotient) (Kieren,
1976;1988). Taman teoreettisen mallin pohjalta on murtolukujen didaktisessa tut-
kimuksessa pohdittu erityisesti eri tulkintojen suhdetta murtolukujen eri lasku-
toimituksiin (Behr ym., 1983; Lamon, 2007). Murtolukujen eri tulkinnat vaikutta-
vat kuitenkin nykytutkimuksen valossa olevan kietoutuneita toisiinsa tavalla,
joka tekee murtolukujen opettamisen pelkdstddn yhdestd tulkinnasta kdsin mah-
dottomaksi (Lamon, 1999; 2007). Tédssa tutkimuksessa murtolukujen konkreetti-
sia malleja jasennetddn tdstd syystd matematiikan ainedidaktisen tutkimuksen
valtavirrasta poiketen, murtolukujen eri tulkintojen sijaan, ankkuroivia metafo-
ria hyodyntden (ks. Berggren, 2022).

Matematiikan ankkuroivat metaforat pohjautuvat Lakoffin ja Nufiezin (2000)
esittelemddn teoriaan. Lakoffin ja Johnsonin (1980) mukaan ankkuroivat metafo-
rat ovat tiedonsiirtomekanismeja, joiden avulla abstrakti kasite voidaan ymmar-
tad sellaisten konkreettisten kokemusten kautta, joita jokaisella ihmiselld on
omasta kehostaan tai sen toiminnasta ympéaroivassda maailmassa. Tekniselld ta-
solla matematiikan ankkuroivat metaforat ovat kuvauksia (Lakoff & Nufez,
2000). Tassa tutkimuksessa ankkuroivia metaforia ldhestytdan kuvauksina mate-
matiikan sisdltd sen ulkopuolelle. Tamdn tutkimuksen tavoitteena on kehittaa
murtoluvuille (positiivisille rationaaliluvuille) mahdollisimman yksinkertainen
ankkuroiva metafora, joka on universaali ja yhteensopiva kaikkien murtolukujen
laskutoimitusten kanssa.

Teoriaosuudessa perehdytddan ensin murtolukuihin matematiikan didaktiikan
ndkokulmasta. Sen jdlkeen esitellddn ankkuroivat metaforat matematiikan tie-
donsiirtomekanismeina ja kasitellddn kysymystd ankkuroivien metaforien luo-
kittelusta. Teoriaosuuden jédlkeen esitellaan murtolukujen ankkuroivan metafo-
ran kehitystyon vaiheet ja tulokset.

MURTOLUKUJEN HAVAINNOLLISTAMINEN

Tallin (2004) mallin mukaan matematiikkaa voi ldhestyd kolmen maailman
kautta, jotka ovat ilmenevéd, symbolinen ja formaali maailma. Tédssa kappaleessa
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tarkastellaan murtolukuja ilmenevastd ja symbolisesta maailmasta késin. Lo-
puksi verrataan luonnollisten lukujen ja murtolukujen symboliesitysten seké las-
kutoimitusten suhdetta toisiinsa.

Murtolukujen ilmenevista ulottuvuudesta

Carbonneaun ja hdnen kollegoidensa (2013) mukaan murtolukujen havainnollis-
taminen konkreettisten vélineiden avulla tukee murtolukujen oppimista (ks. But-
ler ym., 2003). Tastd syystd murtolukuja ldhestytddan tyypillisesti tarkastelemalla
erilaisten joukkojen, tilavuuksien, pinta-alojen ja pituuksien suhteita (Haggblom,
2013).

Joukkojen avulla murtolukuihin voidaan tutustua osana kokonaisuutta. Tahdn
voidaan kayttdd erilaisia esineitd kananmunista pieniin varikuutioihin (Hagg-
blom, 2013). Joukkomallilla on kuitenkin selkeét rajoitukset ja ne tulevat vastaan
jo siind vaiheessa, kun pitdisi siirtyd kdsittelemdan murtolukujen ekvivalenssia
(Cramer & Wyberg, 2009). Kolme kananmunaa neljdstd nayttdad esimerkiksi har-
van silméddn samalta kuin kuusi kanamunaa kahdeksasta. Sen vuoksi on joukko-
mallin puitteissa vaikea vakuuttaa ketddn ajattelemaan, ettd kolme neljasosaa on
ekvivalentti kuuden kahdeksasosan kanssa.

Murtolukujen ekvivalenssin havainnollistamiseen on sen vuoksi parempi kayt-
tdd joko tilavuus-, pinta-ala- tai pituusmallia, jossa murtolukujen yhtdsuuruus on
mahdollista liittdd ndkohavaintoon siitd, ettd tietyt osat niiden havainnollistuk-
sissa ovat yhtd suuret tai yhtd pitkdt (Haggblom, 2013). On helppoa vakuuttua
kokeilemalla siitd, ettd kolme neljdsosaa kakusta on tdysin sama mddrad kakkua
kuin kuusi kahdeksasosaa kakusta. Murtolukujen havainnollistamiseen pinta-
alamallin avulla kdytetdan tyypillisesti sektoreihin perustuvaa ympyramallia tai
ruutuihin perustuvaa suorakaiteen muotoista mallia (Haggblom, 2013), joihin
liittyen on tuotettu valmiita vilineitd, kuten murtokakkuja (Ikdheimo ym., 2021).

Pituusmallin puitteissa murtolukuja voidaan havainnollistaa esimerkiksi valmii-
den varisauvojen avulla (Ikdheimo ym., 2021). Virisauvojen kdytto mahdollistaa
sen, ettd muutamia esimerkkejd murtoluvuista voidaan esittdd ja vertailla pituus-
mallissa niin, ettd yksikko pysyy koko ajan samana samaan tapaan kuin esimer-
kiksi ympyramallissa. Tama on tadrkedd, koska esimerkiksi Lamonin (2007) ja
Behrin sekd hanen kollegoidensa (1983) mukaan yksikolld on aivan olennainen
merkitys murtolukuihin liittyvan késitteellisen ymmarryksen kehittymisessa.
Valmiiden vérisauvojen avulla ei kuitenkaan kaikkia murtolukuja voida pituus-
mallin puitteissa esittdd samassa yksikossd (rikkomatta vélineitd). Muovailuva-
hasta voi kuitenkin kuka tahansa muovata tdhdn tarkoitukseen joustavampia va-
risauvoja tai askarrella niitd tikuista.

Murtolukujen havainnollistamiseen liittyvistd valinnoista

Havainnollistamiseen liittyy aina valintoja, jotka vaikuttavat késitteen muodos-
tukseen. Cramer ja Wyberg (2009) ovat koonneet listan asioita, joihin opettajan
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olisi heiddn mukaansa hyva kiinnittdd huomiota tehdessddn valintaansa eri vaih-
toehtojen vaililld, kun tarkoituksena on havainnollistaa murtolukua osana koko-
naisuutta. He kiinnittavit muun muassa huomion siihen, miten havainnollista-
misviline tukee mielikuvien syntyd murtoluvuista, murtolukujen suuruuden
hahmottamista sekd murtolukujen yhteen- ja vihennyslaskun ymmartamista.
Cramer ja Wyberg (2009) kiinnittavat lisdksi erityistd huomiota siihen, millainen
yhteys yhteen- ja vdhennyslaskuun liittyvilld konkreettisilla toiminnoilla on
murtolukujen yhteen- ja vahennyslaskualgoritmeihin. Téhén liittyen he nostavat
ansiokkaasti esiin sen, ettd havainnollistamisvilineilld yhteenlaskua ja vidhennys-
laskua vastaavat konkreettiset toiminnot voidaan laskualgoritmeista poiketen
usein suorittaa ilman, ettd murtolukuja ensin lavennetaan samannimisiksi, ja etta
tietoa nimittdjien tulosta tarvitaan vasta vastauksen tulkitsemisessa. Ndiden na-
kokulmien pohjalta Cramer ja hdnen kollegansa (2008) pitdvit ympyramallia kai-
kista vahvimpana mallina murtoluvuille.

Gabiriel ja hdnen kollegansa (2013) pyysivit lapsia piirtdimdan kuvan annetusta
murtoluvusta. Tutkimukseen osallistuneista belgialaisista lapsista valtaosa piirsi
ympyran tai suorakaiteen muotoisen pinta-alamallin joukkomallin sijaan. Yleisin
piirros esitti ympyrdd, mika ei sindnsé ole ylldttavad. Ehedn murtolukukasitteen
nakokulmasta on mielestéani keskeistad kysyéd, millaisten mielikuvien rakentumi-
nen tukee eheyttd parhaiten. Pelkkddn pituusmalliin perustuvassa opetuksessa
mielikuvat olisivat varmasti erilaisia. Murtolukuihin liittyvassa tutkimuksessa
on lisdksi tdhdn liittyen havaittu, ettd pituusmallin kadytollda on myos selkeitd hyo-
tyjd pinta-alamalliin verrattuna (Hamdan & Gunderson, 2017; Sydney ym., 2019).

Ehedn murtolukukaésitteen tukemisen ndkokulmasta kiinnitan Cramerin ja Wy-
bergin (2009) neuvojen kohdalla itse erityisesti huomiota siihen, ettei siind lain-
kaan pohdita sitd, miten hyvin mallin puitteissa voidaan myshemmin havain-
nollistaa murtolukujen kerto- tai jakolaskua. Murtolukuihin liittyvéan tietoraken-
teen eheyden tukemisen ndkokulmasta tdtd voi perustellusti pitdd mallin tar-
kednd ominaisuutena (Lehtinen & Merenluoto, 2004). Mielestdni ympyramallia
ei esimerkiksi voida Cramerin ja kollegoiden (2008) ja Cramerin ja Wybergin
(2009) tutkimusten perusteella pitdd suoraan parhaana mallina ehedn murtolu-
kukdsitteen opettamiseen ennen kuin sitd ja sen vaihtoehtoja on arvioitu myos
kerto- ja jakolaskun havainnollistamisen ndkokulmasta.

Murtolukujen symbolisesta ulottuvuudesta ja suhteesta luonnollisiin lukui-
hin

Luonnollisten lukujen symbolisessa esityksessd vastaa jokaista luonnollista lu-
kua oma yksikasitteinen symboliesitys. Tama lukujen ja symboliesitysten yksi-
yhteen vastaavuus tuo lukukésitteeseen paljon selkeyttd. Taman vuoksi on ken-
ties hyvinkin huomionarvoista didaktisesta ndkokulmasta, ettei yhdelldkaan
murtoluvulla ole yksikésitteistd esitystd symbolisessa muodossa, kuten Van
Dooren (2015) nostaa esille. Esimerkiksi symbolit 3/4 ja 6/8 viittaavat samaan
murtolukuun. Murtolukuun voidaan siis viitata symbolimuodossa vain sen
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edustajan kautta. Tama tarkoittaa myos sitd, ettd yhteen ja samaan murtolukuun
liitetddn useita erilaisia symboliesityksid. Murtolukujen yhtdsuuruutta ei esimer-
kiksi tasta syystd voi ratkaista pelkédstaan symbolisia esityksid vertaamalla kuten
luonnollisten lukujen kohdalla.

Havainnollistaen voidaan ajatella, ettd murtoluku on kuin perhe, jolla ei ole yh-
teistd sukunimed. T&lloin perheeseen voidaan viitata vain sanomalla, ettd se on
jonkin sithen kuuluvan perheenjdsenen perhe. Matin perhe ja Maijan perhe voi-
vat toki oikeassakin eldmdssa olla yksi ja sama perhe. Téllaisessa viittaustavassa
voi kuitenkin tulla helposti my6s sekaannuksia. Kiinnittdisin tdssa kohtaa huo-
mion siihen, ettd ehedn murtolukukésitteen kehittymisen ndkokulmasta voi olla
haasteellista, ettei murtoluvuilla ole luonnollisten lukujen tapaa yksikésitteista
symboliesitystd tai nimea.

Murtolukujen symbolinen esitys on yhteydessd luonnollisten lukujen symbo-
liesitykseen. Tamd yhteys on kuitenkin monimutkainen ja paikoitellen jopa har-
haanjohtava kuten Nija Zhou (2005) nostavat esille. Téllaisia ongelmia kutsutaan
tutkimuskirjallisuudessa luonnollisten lukujen harhaksi (natural number bias).
Murtolukujen laskutoimitusten suorittamisessa on havaittu erityisid ongelmia
siind, ettd oppilaat luottavat murtoluvuilla operoidessaan liikaa luonnollisten lu-
kujen parissa saamaansa intuitioon. Tdmd voi aiheuttaa haasteita esimerkiksi
tehtdvissd, joissa murtoluvut 1/2 ja 1/3 pitdisi laittaa suuruusjarjestykseen tai
laskea yhteen (Van Hoof ym., 2015). T&lld hetkelld ei ole selvyyttd siitd, voi-
daanko sen murtolukujen oppimiselle aiheuttamia haasteita kokonaan voittaa
(Boero ym., 2016).

Haluan vield kiinnittdd erityistd huomion siihen, ettd, vaikka luonnollisiin lukui-
hin liittyva vaddrd intuitio ndyttdd olevan yhteydessd sekd murtolukujen symbo-
liesitykseen (Van Dooren, 2015), ettd siihen, miten sen on yhteydessa luonnollis-
ten lukujen symboliesitykseen (Nija Zhou, 2005), on késitteiden tasolla kuitenkin
olemassa ainakin yksi olennainen ero, jossa luonnollisten lukujen parissa saatu
intuitio voi helposti johtaa harhaan. Luonnollisten lukujen kohdalla kertolasku
palautuu aina yhteenlaskuksi, eli kertolaskun suorittamisen sijaan voidaan las-
kea kertojan verran yhteen kerrottavia. Murtolukujen kohdalla ndin ei kuiten-
kaan ole. Tastd seuraa, ettd murtolukujen jakolasku ja kertolasku eivit noudata
samoja sddntoja kuin luonnollisten lukujen vastaavat laskutoimitukset. Van Doo-
renin (2015) mukaan tdmaé voi olla monen murtolukuihin liittyvan virhekasityk-
sen taustalla.

Murtoluvun osakisitteet

Tdssd kappaleessa esitellddn murtolukuihin liittyvat osakésitteet ja kiinnitetdan
huomio muutamaan niihin liittyvdan haasteeseen murtolukujen havainnollista-
misen ndkokulmasta.
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Murtolukujen opettamiseen liittyva ainedidaktinen tutkimus on pitkddan keskit-
tynyt teoreettisen mallin ympdrille, jossa murtolukujen késite tulkitaan koostu-
van useammasta osakasitteestd tai tulkinnasta, joita ovat murtoluvun tulkinnat
mittana (measure), suhteena (ratio), operaattorina (operator) ja osamddrand (quo-
tient) (Kieren 1976; 1988). Behr ja hdnen kollegansa (1983) nidkivat ndiden kaik-
kien tulkintojen kumpuavan kokonaisen ja osan vilisen suhteen ymmartami-
sestd (part-whole) seké taidosta jakaa kokonainen yhtd suuriin osiin (partitioning).

Behr ja hdanen kollegansa (1983) liittivat murtoluvun ekvivalenssin murtoluvun
tulkintaan suhteena, murtolukujen yhteenlaskun murtoluvun tulkintoihin mit-
tana sekd kokonaisen ja osan vilisend suhteena sekd murtolukujen kertolaskun
murtoluvun tulkintaan operaattorina. Murtoluvun tulkinnan osamé&adrdand Behr
ja hdnen kollegansa (1983) yhdistivét vain murtolukuihin liittyviin ongelmanrat-
kaisutehtdviin murtolukujen muiden tulkintojen ohella. Behrin ja hdnen kolle-
goidensa (1983) mukaan ehed murtolukukasite muodostuu lopulta siitd, ettd ym-
madrtdd miten murtoluvun eri osakdsitteet ovat kietoutuneita toisiinsa. Kokonais-
kasityksen rakentuminen on kuitenkin monimutkainen prosessi, jonka vaiheita
ei tunneta hyvin (Pitkethly & Hunting, 1996). Joutsenlahden ja Perkkildn (2021)
mukaan luokanopettajaopiskelijoiden joukossa on jopa havaittavissa merkkeja
siitd, ettei murtoluvuista ole ylipdatdan muodostunut ehedd kokonaiskasitysta.

Murtolukujen didaktisessa tutkimuksessa on pohdittu laajasti erityisesti eri tul-
kintojen suhdetta murtolukujen eri laskutoimituksiin ja sitd, mistd tulkinnasta
olisi parasta ldhted opetuksessa liikkeelle (Behr ym., 1983; Lamon, 2007). Néissa
tutkimuksissa murtolukujen ekvivalenssin ja laskutoimitusten opettaminen pel-
kastdadan yhdestd osakdsitteestd kdsin on erityisesti osoittautunut kaytannossa
mahdottomaksi (Lamon, 1999; 2007). Lamonin (2007) mukaan murtolukujen ker-
tolasku ndyttdd esimerkiksi edellyttavan tavalla tai toisella murtoluvun ymmar-
tamistd operaattorina, mika ei kuitenkaan ole riittdvd pohja esimerkiksi murto-
lukujen yhteenlaskun ndkokulmasta. Lamon (2007) nostaa esille myos sellaisen
huomionarvoisen seikan, ettd vaikka murtolukujen tulkinta suhteena luo luonte-
van pohjan murtolukujen ekvivalenssin ymmartamiselle, ei suhteita kuitenkaan
voida laskea yhteen samoilla laskusdannéilld kuin murtolukuja (ks. Joutsenlahti
& Perkkild, 2021).

Tassa tutkimuksessa murtolukujen konkreettisia malleja jasennetddn matematii-
kan ainedidaktisen tutkimuksen valtavirrasta poiketen Berggrenin (2022) tapaan
ankkuroivia metaforia hyodyntéden, koska tutkimuksen tavoitteena on kehittaa
malli, joka kietoo useampia murtolukujen osakasitteitd yhteen.

JOHDATUS METAFORATEORIAAN

Kognitiotieteessd tehtyjen havaintojen perusteella ihmisen kehon, aivojen ja jo-
kapdivdisen toiminnan yksityiskohtainen luonne ohjaa ihmisen kdsiteenmuodos-
tusta ja pddttelyd. Mekanismia, jolla abstrakti kdsite ymmarretddan konkreettisen
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kautta, kutsutaan yleisesti késitteelliseksi metaforaksi (conceptual metaphor) (La-
koff & Nufiez, 2000; Soto-Andrade, 2014). Tassd luvussa esitellddn ensin metafo-
rat yleisind tiedonsiirtomekanismeina. Sen jdlkeen tutustutaan siihen, millaisia
metaforia matematiikan ymmadrtadmiseen liittyy, ja pohditaan sitd, miten mate-
matiikkaan liittyvid metaforia voisi mielekkadsti luokitella.

Metaforat tiedonsiirtomekanismeina

Tutkijat Lakoff ja Johnson (1980; 1999) esittelivit metaforat tiedonsiirtomekanis-
meina, joita ihmiset kédyttavat yrittdessddn ymmartdad ymparistoaan. Metaforien
avulla he pystyivit liittimaan monia kielessd yleisesti kdytettyjd kasitteita ihmi-
sen fyysisiin kokemuksiin kehostaan ja sen toiminnasta ymparoivastd maail-
masta. He huomasivat esimerkiksi, ettd kasitteet ylhadlld ja alhaalla liitetddn kie-
lessd hyvin universaalisti tiettyihin tunnetiloihin ja kdytosmalleihin. Suomenkie-
liset sanat kasite ja késittdd juontavat puolestaan juurensa sanaan kasi (Huotilai-
nen, 2019), mika on abstraktin ajattelun kehollisuuden ndkokulmasta jo sinéllaan
erittdin kiinnostavaa.

Lakoff alkoi pari vuosikymmentd myohemmin tutkia, yhteistyossa toisen tutki-
jan Nufiezin kanssa my0s sitd, perustuvatko lopulta myos matematiikan abstrak-
tit kasitteet ja pddttelysdaannot ihmisen kehollisiin kokemuksiin maailmasta. La-
koff ja Nufiez (1997; 2000) tulivat siithen lopputulokseen, ettd kasitteenmuodos-
tuksen yleiset periaatteet ndyttdavit patevan suuressa mddrin myods matematii-
kassa. Carreiran (2001) ja Nafiezin (2008) mukaan matemaattiset ideat nayttavat
kumpuavan metaforista. Tatd ndkemystd tukee myos matemaatikko Hadamar-
din (1954) introspektio ja vertaisilleen teettdma tutkimus, jossa ilmenee, ettd mo-
net suuret matemaatikot hyodynsivat mielikuvia matemaattisia ongelmia rat-
kaistessaan.

Metaforat ja matematiikka

Lakoff ja Nufez (2000) esittelevit teoksessaan metaforia, jotka liittyvidt matema-
tiikkan ymmartdmiseen. Tekniselld tasolla metaforat maédritelldaan kuvauksina.
Metaforan avulla voidaan matematiikan késitteitd ja rakenteista siirtdd matema-
tiikan sisdlld esitystavasta toiseen. Téllaisen matematiikan sisdisen metaforan
avulla voi esimerkiksi uusi matemaattinen késite tulla ihmiselle ymmarretta-
viksi jonkin ennestddn kasitetyn méadritelméan kautta. Lakoff ja Nafiez (2000) kut-
suvat tdllaista matematiikan sisdistd kuvausta yhdistavaksi metaforaksi (linking
metaphor). Esimerkiksi murtoluvut voidaan téllaisen metaforan avulla kéasittaa
desimaalilukuina.

Kasitteellisen metaforan avulla voidaan matemaattisia kasitteitd toisinaan onnis-
tuneesti myos matematiikan sisdltd sen ulkopuolelle, ihmisen aistein havaitse-
maan fyysiseen ymparoivaan todellisuuteen. Talloin koostuu metaforaan liitty-
vdan kuvauksen 14hto- tai maalijoukko (hyvin médritellystd) joukosta fyysisid ob-
jekteja. Tallaiseen joukkoon voidaan maédritelld laskutoimitus esimerkiksi sdan-
tojen avulla toteutettavissa olevana konkreettisena toimintana, jossa kahdesta
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joukon fyysisestd objektista muokataan objekti, joka edelleen kuuluu samaan
joukkoon. Lakoff ja Nufiez (2000) kutsuvat tdllaista kuvausta ankkuroivaksi me-
taforaksi (grounding metaphor). Esimerkiksi kahden luonnollisen luvun yhteen-
lasku voidaan ankkuroivan metaforan kautta palauttaa kahteen kivikokoelmaan
ja niiden yhdistdmiseen. Lakoff ja Ntufiez (2000) esittelevit ndiden kahden meta-
foratyypin lisdksi vield uudelleen madrittavan metaforan (redefinitional metaphor),
jonka kautta tutulle késitteelle voidaan antaa uusi tekninen merkitys.

Luokittelu laskutoimitusten yhteensopivuuden perusteella

Matematiikan metaforat ovat hyvin madriteltyja kuvauksia ja sen vuoksi niitad
voidaan luokitella matematiikan kuvausten tapaan. Matematiikassa kuvaus
madritellddn alkioista koostuvan ldhtojoukon ja alkioista koostuvan maalijoukon
vilisend sdantond, joka liittdd jokaiseen lahtojoukon alkioon yksikésitteisen al-
kion maalijoukosta (Hédsd & Ramo, 2015). Kuvauksen kuvajoukoksi kutsutaan
sitd maalijoukon osajoukkoa, jolle kuvauksessa kuvautuu jokin alkio (H&sd &
Ramo, 2015).

Kuvauksia voidaan matematiikan vilinein ensinndkin tarkastella siitd nakokul-
masta, ettd ovatko ne injektioita tai surjektioita. Kuvaus on injektio, jos kaikki ldh-
tojoukon alkiot kuvautuvat eri alkioille, ja surjektio, jos jokaiselle maalijoukon al-
kiolle kuvautuu jokin alkio ldhtsjoukosta (Hdsad & Ramo, 2015). Metaforakuvauk-
selta on mielestdni perustellusti yleensd hyva edellyttdd, ettd se on vahintddn in-
jektio, koska kuvauksen ei haluta kadottavan tietoa ldhttjoukosta. Sen ei kuiten-
kaan mielestani valttamatta tarvitse olla surjektio. Esimerkiksi hyddyllinen yh-
distdavd metafora, joka kuvaa murtoluvut lukusuoralle pisteiksi ei ole surjektio,
koska kaikki reaaliluvut eivit ole murtolukuja. Se on kuitenkin injektio.

Matematiikassa joukon laskutoimitus méaéritellddn kuvauksena, jossa lahtojouk-
kona on joukon alkiopareista koostuva joukko ja maalijoukkona joukko itse
(Hédsd & Ramo, 2015). Laskutoimitus voidaan madritelld lukujoukkoon muodos-
tamalla sdanto, joka liittdd jokaiseen alkiopariin kolmannen alkion joukosta. Tay-
sin samalla periaatteella laskutoimitus voidaan mddritelld konkreettisena ope-
raationa joukossa, joka koostuu objekteista. Tarkedd on vain kiinnittdd huomiota
siihen, ettd kaikkien alkioiden on kuuluttava samaan joukkoon, jotta sddantd maa-
rittelisi joukkoon laskutoimituksen.

Tarkastellaan muutamaa esimerkkid. Murtolukujen 1/4ja 1/2 tulo on murtoluku
1/8. Tdtd kertolaskua voidaan havainnollistaa murtolukujen operaattoritulkin-
taa hyodyntamalld niin, ettd otetaan yksi neljasosa puolikkaasta pitsasta, ja saa-
daan vastaukseksi yksi kahdeksasosa pitsasta. Téassd esimerkissad kerrottava ja
vastaus ovat konkreettisia objekteja, mutta kertoja on ohje, jolloin kyse ei ole ko-
konaisista pitsoista ja pitsojen sektoreista koostuvan joukon laskutoimitus. Sa-
maa kertolaskua voidaan havainnollistaa myos suorakaidemallilla (Haggblom,
2013; Muuttuja 2020), jossa kertoja ja kerrottava ovat pituuksia ja vastaus niiden
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tulona saatava pinta-ala. Myoskaan tédssa tilanteessa ei ole kyse laskutoimituk-
sesta, koska vastaus ei ole samaa muotoa kuin kertoja ja kerrottava. Murtoluku-
jen1/4ja1l/2 summa on murtoluku %. Tdtd murtolukujen yhteenlaskua voidaan
Crameria ja Wybergia (2009) seuraten puolestaan hyvin havainnollistaa niin, etta
yhdistetddn yksi neljasosa yhdestd pitsasta ja puolet toisesta niin, ettd saadaan
vastaukseksi kolme neljdsosaa pitsasta. Pitsoista ja pitsojen murto-osia vastaa-
vista sektoreista koostuvaan joukkoon voidaan siten maaritelld luonnollisella ta-
valla laskutoimitus, joka vastaa murtolukujen yhteenlaskua.

Tarkastellaan sitten lahemmin metaforia tilanteessa, jossa kuvauksen ldhtojou-
kossa ja maalijoukossa on kummassakin méadaritelty yksi tai useampi laskutoimi-
tus, kuten yhteenlasku tai kertolasku. T&lloin on aina mahdollista tarkastella,
onko joukkojen vilillda méaaritelty kuvaus yhteensopiva my6s niiden laskutoimi-
tusten suhteen. Yhteensopivuudella tarkoitetaan tdssa kdytannossa sitd, ettd las-
kutoimituksen suorittamisen ja kuvauksen ottamisen jarjestystd voidaan vaihtaa
ilman, ettd se vaikuttaa lopputulokseen. Kuvausten homomorfiateorian (Hasd &
Ramo, 2015) pohjalta on mahdollista tarkastella erikseen metaforien yhteensopi-
vuutta pelkdstddn yhteenlaskun tai yhteenlaskun ja kertolaskun osalta. Tama 14-
hestymistapa antaa seuraavan hierakkisen luokittelun:

1) Metafora on yhteensopiva yhteenlaskun ja kertolaskun suhteen.

2) Metafora on yhteensopiva yhteenlaskun suhteen.

3) Metafora on hyvin madritelty joukkojen vélinen kuvaus.
Esimerkiksi yhdistava metafora, joka kuvaa murtoluvut lukusuoralle pisteiksi on
yhteensopiva sekd yhteenlaskun ettd kertolaskun suhteen.

Metaforien kohdalla keskioon nousee laskutoimitusten ja kuvausten olemassa-
olon sijaan kuitenkin kysymys siitd, kuinka hyvid ominaisuuksia niilld on, ei teo-
reettisesti, vaan konkreettisen toiminnan tasolla. Tdhdn ndkokulmaan perehdy-
tddn seuraavaksi.

Luokittelu toiminnan luontevuuden ja yleisyyden perusteella

Ankkuroivien metaforien ideana on Lakoffin ja Nufiezin (2000) mukaan avata
matematiikan késitteitd ja rakenteita sellaisten arkipdivéisten kokemusten
kautta, jotka ovat yhteisid kaikille ihmisille ajasta, paikasta ja kulttuurista riippu-
matta. Tdstd syystd ankkuroivia metaforia ja niiden laskutoimituksia on luonte-
vaa arvioida myos siitd ndkokulmasta, kuinka yleisid ovat ne toiminnot ja taidot,
joita ne edellyttavat.

Universaalin tason yleisyys edellyttdisi mielestdni esimerkiksi sitd, ettd myos
metsdstdjd-kerdilijind eldneet esi-isimme olisivat pystyneet suorittamaan toi-
minnon siitd huolimatta, ettei heilld todennidkoisesti ollut taitoa laskea tarkasti
kuin lukusanoilla yksi, kaksi, kolme, muutama ja monta. Kulttuurisella tasolla
yleisyys edellyttdisi mielestdni kuitenkin vain sitd, ettd kulttuurissa on yleisesti
saatavissa koulutusta ja apuvilineitd toimintojen suorittamiseen. Tiivistdan
ajatukseni seuraavaksi luokitteluksi:
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1) Toiminta on universaali, johdonmukaisesti sidntdjen mukaan eteneva
luonnollinen toimintasarja, jonka voisi ohjeistaa kaikkien kulttuurien
taysivaltaisille edustajille, ajasta, paikasta ja kulttuurista riippumatta.

2) Toiminta on kulttuurin sisdlld yleinen, johdonmukaisesti sddntsjen
mukaan etenevd selked toimintasarja, joka ei ole universaali, mutta
jonka voisi ohjeistaa kaikille tietyn kulttuurin tdysvaltaisille edusta-
jille.

3) Toiminta ei ole yleistd, vaan toimintasarja edellyttda taitoja, joita ei voi
pitdd yleisind taitoina edes kulttuurin tdysivaltaisten edustajien kes-
kuudessa.

Kaikki toiminta, joka voidaan suorittaa pelkdstddn hallitsemalla yksi-yhteen vas-
taavuus, on mielestdni luonteeltaan universaalia. Dehaenen (2011) esittelemien
tutkimustulosten pohjalta universaalia toimintaa ei kuitenkaan ole toiminta, joka
edellyttdd lukukésitteen olemassaoloa, laskutaitoa kolmen ylittavilld luvuilla tai
taitoa jakaa objekti moneen yhtd suureen osaan. Anu Tuominen (2021) esimer-
kiksi nostaa esille, ettd jo objektin jakaminen kolmeen yhtd suureen osaan on
usein haastavaa. Tdllainen ei-universaali toiminta voi kuitenkin koulutuksen ja
apuvélineiden, kuten viivoittimien ja laskimien avulla olla hyvinkin yleistd yk-
sittdisen kulttuurin sisalla.

Aritmetiikan perusmetaforat

Lakoff ja Nufiez (2000) liittdvit aritmetiikan yhteenlaskuun ja kertolaskuun liit-
tyvdt perusmetaforat kokoelmien muodostamiseen, esineiden rakentamiseen
osista, mittatikulla mittaamiseen ja liikkumiseen polkua pitkin. Bjorklundin
(2016) mukaan k&adnteinen ajattelu on yksi matemaattisen ajattelun kulmakivista
(ks. Piaget, 1968; 1972; 1977). Sitd hyodyntden vahennyslasku voidaan ankku-
roida yhteenlaskuun ja jakolasku kertolaskuun. Tédssd kappaleessa esitellddn La-
koffin ja Ntfezin (2000) aritmetiikan nelja perusmetaforaa, jotka toimivat kehi-
tystyon pohjana, ja analysoidaan lyhyesti niiden yhteensopivuutta murtolukujen
ekvivalenssin sekd murtolukujen yhteenlaskun ja kertolaskun kanssa.

Aritmetiikka on esinekokoelmien muodostamista

Lakoffin ja Nufiezin (2000) esinekokoelmiin pohjautuvan metaforan kontekstissa
luonnollista lukua edustaa sellainen kokoelma esineitd, jossa esineiden luku-
madrd vastaa esitettdvad lukua. Yhteenlasku voidaan suorittaa tdssd Lakoffin ja
Nufezin (2000) metaforassa seuraavasti: Ensin muodostetaan yhteenlasketta-
vista erilliset esinekokoelmat, joissa on yhteenlaskettavien verran esineitd. Sen
jalkeen yhdistetddn kokoelmat yhdeksi kokoelmaksi, jossa esineiden lukumaéra
vastaa yhteenlaskettavien lukujen summaa.

Esinekokoelmiin pohjautuvan metaforan kontekstissa Lakoff ja Nufez (2000) pa-
lauttavat kertolaskun yhteenlaskuun. Kertolaskun suorittamiseksi voidaan esi-
merkiksi ensin muodostaa kertojasta esinekokoelma, jossa on kertojan verran esi-
neitd. Sen jalkeen voidaan muodostaa samaan tapaan kerrottavasta uusi erillinen
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esinekokoelma jokaista esinettd kohden, joka on kertojaa vastaavassa kokoel-
massa. Lopuksi yhdistetddn erilliset kokoelmat yhdeksi kokoelmaksi esineita.

Lakoff ja Nunez (2000) eivit kasittele lainkaan murtolukuja esinekokoelmiin
pohjautuvan metaforan kontekstissa. Tdmd on ymmarrettidvad, koska murtolu-
kujen ekvivalenssin maédrittelyssda muodostuu jo ongelma esineiden erillisyy-
destd johtuen (ks. Berggren, 2022).

Aritmetiikka on esineiden rakentamista osista

Esineiden rakentamiseen liittyvidssd metaforassa Lakoff ja Nafiez (2000) ldhtevit
liikkkeelle madrittelemalld yksikoksi kokonaisen esineen, jolloin murto-osalle syn-
tyy luonteva esitys kokonaisen esineen osana. Tdstd seuraa, ettd sekaluvulle saa-
daan tdssd metaforassa esitys kokoelmana, joka koostuu kokonaisista esineisté ja
yhdestd esineen osasta: Kokoelman muodostamiseksi kokonainen esine voidaan
ensin jakaa yhtd suuriin osiin niin, ettd osia on murto-osan nimittdjan verran, ja
sen jdlkeen valita tédllaisia osia murto-osan osoittajan verran. Sen jalkeen kokoel-
maan voidaan ottaa mukaan kokonaisia esineitd sekaluvun kokonaisten verran.

Lakoff ja Nufiez (2000) mé&drittelivit ekvivalenssin tdsséd esineiden rakentamiseen
liittyvdssd metaforassa esineiden (ja niiden osien) tilavuuksien yhtdsuuruuden
tai pinta-alojen yhtdsuuruuden kautta. Yhteenlaskun Lakoff ja Nufiez (2000)
maddrittelivdat samaan tapaan kuin esinekokoelmien muodostamiseen liittyvassa
metaforassa, mutta silld erotuksella, ettd esineen osia voidaan myos koota koko-
naisiksi esineiksi ja esineiden osiksi niin, ettd korkeintaan yksi murto-osaa edus-
tava esineen osa jdd yli. Lakoff ja Ntfiez (2000) médritelevit lisdksi kertolaskun
tidssd metaforassa samaan tapaan kuin esinekokoelmien muodostamiseen liitty-
vdssd metaforassa, mutta vain niissd erikoistapauksissa, joissa kertolasku on
mahdollista palauttaa toistettavaan yhteenlaskuun.

Tarkastellaan vield ympyramallia esimerkkind tdstd metaforasta (ks. Cramer &
Wyberg, 2009). Médritelldan yksikoksi yksi kokonainen ympyra. Télloin jokaista
murtolukua asetetaan vastaamaan kokoelma samankokoisia kokonaisia ympy-
roitd ja yksi ympyréasektori, joka vastaa murto-osaa. Ympyramallissa murtoluku-
jen ekvivalenssi mddrittyy pinta-alojen yhtdsuuruuden avulla. Kahden murtolu-
vun yhteenlaskua vastaavassa operaatiossa yhdistetddn summattavia murtolu-
kuja vastaavat kokoelmat saksilla ja teipillda uudeksi kokoelmaksi, joka koostuu
kokonaisista ympyrdistd ja yhdestd ympyrasektorista (Kuva 1).

Kuva 1. Murtolukujen 11/12 ja 1/3 yhteenlasku ympyroill.
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Ruotsalaisissa oppikirjoissa murtoluvun ankkurointi tdhan metaforaan, joka liit-
tyy murtolukujen esittamiseen osana kokonaisuutta, on Berggrenin (2022) mu-
kaan vallitseva. Tdméd Lakoffin ja Nafezin (2000) m&arittelemd metafora on yh-
teensopiva murtolukujen ekvivalenssin ja yhteenlaskun kanssa, mutta se ei kui-
tenkaan sellaisenaan kata kertolaskua yleisessd tapauksessa, jossa kertoja ei ole
luonnollinen luku, koska yhteenlaskua ei voida silloin palauttaa toistettavaan yh-
teenlaskuun.

Aritmetiikka on mittatikun avulla mittaamista

Lakoffin ja Nufiezin (2000) mittatikkua hyodyntdva metafora on esineiden raken-
tamiseen liittyvan metaforan yksiulotteinen luonnollinen vastine, jossa yksikkoa
vastaava esine on mittatikku, ja luvun suuruuden kertoo esineiden ja niiden
osien koon sijaan tikkujen ja tikun osien pituus suhteessa mittatikkuun. Lakoff
ja Nuafez (2000) luovat murtoluvuille esityksen seuraavasti: Yksinkertaiselle
murtoluvulle 1/n saadaan esitys jakamalla kokonainen mittatikku n osiin niin,
ettd jokainen osa on yhtd pitk4, ja vertaamalla yhden osan pituutta mittatikkuun.
Yleiselle murtoluvulle m/n saadaan tdmén jdlkeen luonnollisesti esitys yhdista-
malld luvun m verran tillaisia osajanoja yhteen yhdeksi tikuksi ja tulkitsemalla
vastaus suhteessa mittatikkuun. Murtolukujen ekvivalenssi puolestaan méaaritel-
ladn pituuksien yhtdsuuruuden kautta.

Lakoff ja Nufiez (2000) madrittelevat edelleen yhteenlaskun ja kertolaskun tdssa
metaforassa samaan tapaan kuin edellisissd metaforissa, silld erotuksella, ettd
kaikki osajanat yhdistetddn lopuksi yhdeksi pitkaksi tikuksi, jonka pituutta ver-
rataan mittayksikkoon. Mittatikkuun liittyva metafora on esineiden rakentami-
seen liittyvan metaforan tapaan yhteensopiva sekd murtolukujen ekvivalenssin,
ettd murtolukujen yhteenlaskun kanssa. Esineiden rakentamiseen liittyvan me-
taforan tapaan se ei kuitenkaan kata kertolaskua niissad tapauksissa, jossa kerto-
laskua ei voi palauttaa yhteenlaskuun. Berggrenin (2022) mukaan tdmé pituuk-
siin perustuva malli ei kuitenkaan ole ruotsalaisissa oppikirjoissa kovin yleinen.

Aritmetiikka on liikettd pitkin polkua

Lakoffin ja Nafiezin (2000) lukusuoraa muistuttavassa metaforassa yksikkod vas-
taa yksikon mittainen polku ja murtolukua sijainti polulla: Yksinkertaisen mur-
toluvun 1/n esittdmiseksi lahdetddn liikkeelle maarittelemalld polku, jonka paa-
tepisteiden etdisyys maarittelee yksikon. Sitten ratkaistaan jotenkin etdisyys d,
joka pitdisi liikkua ldhtopisteestd loppupistettd kohti kerralla, jotta loppupiste
saavutettaisi lilkkkumalla n kertaa saman pituinen matka. Sen jdlkeen mennaan
seisomaan polun ldhtopisteeseen ja liikutaan loppupistettda kohti matkan d ver-
ran ja paddytddn murto-osaa vastaavaan sijaintiin polulla. Vastaavalla periaat-
teella kuin mittatikkua hyodyntdvassda metaforassa saadaan murto-osalle m/n
taman jalkeen esitys liikkumalla polun ldhtopisteestd m kertaa etdisyyden d ver-
ran kohti loppupistettd. Kokonaisia sisdltavan sekaluvun esittdmiseksi voidaan
puolestaan tarvittaessa muodostaa useampi yksikon mittainen polku perdkkain.
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Murtolukujen ekvivalenssi voidaan maddritellda luontevasti tdssd Lakoffin ja
Ntfezin (2000) polkua hyddyntdvassd metaforassa sijaintia hyodyntamalla esi-
merkiksi niin, ettd kaksi murtolukua ovat ekvivalentit, jos samoja ohjeita seuraa-
malla pdddytddan seisomaan samaan pisteeseen polulla. Yhteenlaskun suoritta-
miseksi voidaan puolestaan asettua ensin seisomaan polulla ensimmadistd yh-
teenlaskettavaa vastaavaan sijaintiin, ja sen jdlkeen liikkua polulla eteenpdin sa-
man verran, kuin olisi tarvinnut liikkua eteenpdin polun alkupisteestd, jotta olisi
tultu toista yhteenlaskettavaa vastaavaan sijaintiin. Myos tdssd metaforassa ker-
tolasku on luonnollisella tavalla méadritelty niissd erikoistapauksissa, jossa se voi-
daan palauttaa toistettavaan yhteenlaskuun.

Tdamd polulla liikkumiseen liittyvd metafora sopii hyvin yhteen murtolukujen
ekvivalenssin ja yhteenlaskun kanssa, mika ndhdédan esimerkiksi tarkastelemalla
murtolukuja lukusuoralla. Se ei kuitenkaan sellaisenaan kata murtolukujen ker-
tolaskua yleisessd tapauksessa, jossa kertolaskua ei aina ole mahdollista palaut-
taa toistettavaan yhteenlaskuun. Ruotsalaisissa oppikirjoissa murtoluvun ankku-
roimista tdhdn metaforaan ei Berggrenin (2022) mukaan juuri kuitenkaan esiinny.

KEHITTAMISTYON TOTEUTUS

Tutkimukseni tavoitteena oli kehittdd murtolukujen ankkuroiva metafora. Tutki-
mus on aiempaan tutkimuskirjallisuuteen pohjautuva teoreettinen tutkimus,
jossa eri alojen tutkimuskirjallisuutta hyodyntden kehitettiin murtoluvuille sel-
laisen ankkuroivan metafora, joka on universaali ja yhteensopiva kaikkien mur-
tolukujen laskutoimitusten kanssa. Ankkuroivan metaforan kehittamisen lahto-
kohdaksi valitsin teorian pohjalta Lakoffin ja Ntufiezin (2000) esittelemén aritme-
tiikkan perusmetaforan, jossa aritmetiikka kasitetddan mittatikulla mittaamisena.
Tdaman aritmetiikan metaforan totesin teoriaosassa olevan yhteensopiva murto-
lukujen ekvivalenssin ja murtolukujen yhteenlaskun kanssa. Samalla totesin kui-
tenkin, ettei se ollut sellaisenaan yleisesti yhteensopiva murtolukujen kertolas-
kun kanssa. Tastd syystd kertolasku oli médariteltdva uudella, Lakoffin ja Nafiezin
(2000) lahestymistavasta poikkeavalla, tavalla. Mddrittelin kertolaskun skaalauk-
sena, jossa hyodynnetdan sekd murtoluvun tulkintaa operaattorina, ettd kdytan-
non tasolla ihmisen luontaista kykyd skaalata pituuksia ndkoaistin avulla. Talld
maédritelmalld sain muodostettua murtolukujen ankkuroivan metaforan, joka on
yhteensopiva sekd murtolukujen ekvivalenssin, ettd kaikkien murtolukujen las-
kutoimitusten kanssa. Pyrin suosimaan ankkuroivaa metaforaa kehittdessani sel-
laista toimintaa, joka olisi kaikkien ihmisten kokemuspiirissd. Lisdksi halusin,
ettd murtolukukasitteessa tdarked yksikko olisi puutikun muodossa koko ajan
keskeisesti ldsnd. Tastd ndakokulmasta oli luontevaa ldhted liikkeelle murtoluvun
esityksestd kokonaisosista ja murto-osista koostuvana sekalukuna.

Lihdin ensin tutkimaan sitd, miten sekaluvulle saataisiin muodostettua selked
esitys puutikkujen avulla. Paddyin siihen, ettd sekaluku kannattaisi esittdd maa-
laamalla kasitteleméattomid yksikon mittaisia puutikkuja, koska ndin yksikko
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olisi esityksessd selkedlld ja kdyttokelpoisella tavalla ldsnd. Murtoluvun esitys se-
kalukuna néytti lisdksi sopivan hyvin yhteen tdmén esityksen kanssa.

Sekaluvun esittdminen puutikkukokoelmana néytti kuitenkin vaativan paljon
erilaisia taitoja, joita ei voinut pitdd universaaleina, kuten numerosymbolien tun-
temista, laskutaitoa luonnollisilla luvuilla sekd kykyd jakaa kokonainen puu-
tikku moneen yhtd suureen osaan. Tulin kuitenkin siihen tulokseen, ettd tama
vaihe olisi joka tapauksessa edellyttanyt sekaluvun symboliesityksen tuntemista,
joten ei-universaalien taitojen edellyttdiminen olisi kuitenkin ollut jossain madrin
vaistamatonta.

Lahdin sitten tarkastelemaan kdytdnnon tasolla, miten Lakoffin ja Nufiezin
(2000) esittelemd yhteenlasku pituuksien yhdistdmisend kannattaisi toteuttaa va-
litsemassani esityksessd. Pdadadyin siihen, ettd kokonaisia vastaavat puutikut kan-
nattaisi laskea erikseen. Tulin edelleen siihen tulokseen, ettd muista puutikuista
kannattaisi irrottaa varillinen osuus, ja yhdistda se tikuksi, jota voisi helposti ver-
rata yksikon mittaiseen tikkuun (2, Kuva 4). T4dlloin yhdistetty tikku olisi myos
helppo katkaista yksikon kohdalta, jos se oli sitd pidempi. Tdma vaikutti myos
hyvailta ratkaisulta siitd ndkokulmasta, ettd se tarjosi kokemuksen siitd, miten
murtoluvun yhteenlaskun vastaus aina tulkitaan suhteessa yksikkoon. Liséksi
vahennyslasku pystyttiin luonnollisella tavalla liittdméddn suoraan yhteenlas-
kulle kddnteiseen toimintaan.

Viimeiseksi ldhdin tarkastelemaan murtolukujen kertolaskun ja jakolaskun maa-
rittdmistd. Ensin ajattelin, ettd kertolaskun ja jakolaskun suorittamiseksi olisi
hyddynnettdvd numeerisia tietoja murtoluvun symboliesityksestd erityisesti
siind tilanteessa, jossa murto-osaa vastaava puutikku oli tarkoitus kertoa murto-
osaa vastaavalla tikulla. Sitten kuitenkin keksin, ettd nama operaatiot voidaan
maddritelld tikkukokoelmien joukossa myos hyodyntamalld pelkastdan kdadentai-
toja, ndkoaistia ja sitd, ettd ndkokentdssd esineen kuva muuttuu pienemmaksi,
kun se viedddan kauemmas silmaésta. T4lld tavoin kertolaskusta ja jakolaskusta tuli
myos luontaisella ja kiehtovalla tavalla toisilleen kédédnteiset operaatiot. Tdhan pe-
rustuen voin todeta, ettd kehitetty ankkuroiva metafora onnistuttiin liittdmaan
kaikkien laskutoimitusten osalta kaikille ihmisille universaaliin toimintaan, mika
oli yksi tutkimuksen keskeisistd tavoitteista.

Lopuksi perustelen vield lyhyesti sen, miksi valitsin ldhtokohdaksi Lakoffin ja
Nufiezin (2000) esittelemien aritmetiikan metaforien joukosta juuri pituuksien
mittaamiseen liittyvdn aritmetiikan perusmetaforan. Tarkeimmaksi tekijaksi va-
linnassa nousi se, ettd mittatikulla on moniin muihin esineisiin verrattuna erityi-
nen geometrinen ominaisuus, joka mahdollistaa kertolaskun maéarittamisen
skaalaamisen avulla. Tdama perustuu siihen, ettd jana ja sen osajana ovat geomet-
risesti skaalaamista vaille yhtenevéat geometriset objektit. Esineiden rakentami-
seen liittyvan aritmetiikan perusmetaforan kontekstissa ei skaalautuvuutta olisi
voitu samalla tavalla hyodyntdd murtolukujen kertolaskun maérittamisessa. Esi-
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merkiksi ympyramallissa eivdt ympyran sektorit ole keskenddn saman muotoi-
sia, eikd niitd siitd syystd voida visuaalisesti skaalata toisikseen kahden eri mit-
taisten janojen tavoin. Polulla liikkkumiseen perustuva aritmetiikan perusmetafo-
rasta luovuttiin ensisijaisena vaihtoehtona laskutoimitusten suorittamiseen liit-
tyvistd kdytdnnon haasteista johtuen, mutta myos tdtd metaforaa harkittiin,
koska teoreettisella tasolla kertolasku olisi ollut mahdollista mé&arittda siind etdi-
syyksien skaalauksena. Kokoelmien muodostamiseen perustuvaa metafora sul-
jettiin luonnollisesti pois jo tydskentelyn alkumetreilld, koska se ei sovi yhteen
murtolukujen kanssa edes ekvivalenssin tasolla, kuten teoriaosassa tuli ilmi.

KEHITTAMISTUOTOS

Tassd luvussa esitellddan tutkimuksessa kehitetty murtolukujen ankkuroiva me-
tafora, joka perustuu murtoluvun esitykseen sekalukuna. Ensin esitellddn, miten
sekaluku esitetddn tikkukokoelmana ja se, miten sekalukujen ekvivalenssi ndyt-
taytyy tikkukokoelmien parissa. Sen jdlkeen esitellddn sekalukujen yhteenlaskua
ja kertolaskua vastaavat laskutoimitusoperaatiot tikkukokoelmilla sekd niiden
kaddnteisoperaatiot.

Sekaluvun esittiminen puutikkukokoelmana

Sekaluvun esittdmistd varten tarvitaan kéasittelemattomia puutikkuja, jotka ovat
kaikki saman mittaisia. Lisdksi tarvitaan kynd, vesivdrit, sivellin, lapindkyvaa
teippid, sakset, viivoitin ja yksinkertainen laskin. Tikun pituus mé&arad yksikon
pituuden. Sekaluku esitetddn kokoelmana puutikkuja, jotka maalataan sitd vas-
taavalla tavalla.

Otetaan ensin sekaluvun kokonaisosan verran puutikkuja ja maalataan ne koko-
naan yhdelld ja samalla varilld. Otetaan sen jalkeen murto-osan esittdmista var-
ten yksi kasitteleméaton puutikku. Jaetaan se viivoilla yhtd suuriin osiin, niin, etta
osien lukumddra vastaa murto-osan nimittdjad. Maalataan sitten niin monta osaa
puutikun toisesta pddstd, ettd maalattujen osien lukumaéard vastaa murto-osan
osoittajaa. Sekalukua vastaa nyt yksikasitteinen puutikkukokoelma, jossa on mu-
kana kokonaisosia edustavat puutikut sekd murto-osaa edustava puutikku.

Kuva 2. Sekaluvun 2 § esittaminen tikkukokoelmana.
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Tarkastellaan esimerkkind sekaluvun kaksi kokonaista ja yksi kolmasosa esitté-
mistd tikkujen avulla (Kuva 2). Tdssd tapauksessa maalataan ensin kaksi koko-
naista kédsittelematonta puutikkua. Sen jdlkeen jaetaan vield yksi késittelematon
puutikku kolmeen yhtd suureen osaan, ja maalataan yksi reunimmaisista osista.
Sekalukua vastaa nyt kolmesta puutikusta koostuva kokoelma, jossa kaksi puu-
tikkua on maalattu kokonaan, ja kolmannesta puutikusta on maalattu yksi kol-
masosa.

Kuva 3. Sekaluvut 2 %ja 2 % ovat ekvivalentit. Se voidaan pédételld suoraan siitd,

ettd punaisen osuus puutikkukokoelmissa on sama.

Sekalukujen esitys puutikkukokoelmina on yhteensopiva murtolukujen ekviva-
lenssin kanssa. Tama johtuu siitd, ettd kahdella sekaluvulla on samanlainen esi-
tys puutikkukokoelmina, jos ja vain jos sekaluvut ovat murtolukuina ekvivalen-
tit. Esimerkiksi sekaluvulla kaksi kokonaista ja kaksi kuudesosaa on samanlainen
esitys kuin sekaluvulla kaksi kokonaista ja yksi kolmasosa (ks. Kuva 3).

Sekalukujen yhteenlasku

Sekalukujen yhteenlasku maédritelldadn puutikkukokoelmien yhteydessa toimin-
tana, jossa kahdesta sekalukua vastaavasta tikkukokoelmasta muodostetaan toi-
mintaohjeita seuraamalla uusi tikkukokoelma (Kuvat 4 ja 5).

Lahdetdan yhteenlaskun suorittamiseksi liikkeelle yhteenlaskettavia sekalukuja
vastaavista puutikkukokoelmista (1). Otetaan ensin kokonaan vdritetyt tikut si-
vuun tikkukokoelmista yhteen kasaan ja leikataan véritetyt osat irti jdljelle jaa-
vistd tikuista (2). Yhdistetdan kolmannessa vaiheessa irti leikatut varitetyt osat
teipilléd toisiinsa yhdeksi puutikuksi (3). Leikataan neljannessd vaiheessa tésta
puutikusta niin monta yksikon mittaista puutikkua, kun siitd on mahdollista
saada (4). Maalataan sitten jdljelle jadneen osan pituus késittelemdttomasta puu-
tikusta ja heitetddn sen jdlkeen alkuperdinen osa pois (5). Lopuksi asetellaan
kaikki samanmittaiset puutikut mieleiselld tavalla (6).
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1 6

1 6 v
2-3.4.5

Kuva 5. Sekalukujen 2 éja 1 g yhteenlaskua vastaava operaatio.

Sekalukujen kertolasku

Sekalukujen kertolasku madritellddn puutikkukokoelmien yhteydessa yhteenlas-
kun tapaan toimintana, jossa kahdesta sekalukua vastaavasta puutikkukokoel-
masta muodostetaan toimintaohjeita seuraamalla uusi puutikkukokoelma (Ku-
vat 6 ja 7). Liikkeelle ldhdetddn tulontekijoitd vastaavista puutikkukokoelmista,
jotka on asetettu vierekkdin (1, Kuvat 6 ja 7).

Kertolaskun suorittamisen toisessa vaiheessa muodostetaan oikeanpuoleisesta
sekalukua vastaavasta puutikkukokoelmasta kopio jokaista tikkua kohden, joka
on vasemmanpuoleisessa sekalukua vastaavassa tikkukokoelmassa (2). Mikali
kopioita on useampia (ks. 2, Kuva 7), pidetddn ne tdssd vaiheessa huolellisesti
erillddn toisistaan, ja asetetaan lopuksi puutikku vasemmasta puutikkukokoel-
masta jokaisen kopion viereen merkiksi siitd, mitd puutikkua kopio vastaa. Ko-
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pioissa voi myos hyvin kadyttdd selkeyden lisddmiseksi eri véristd maalia. Se ko-
rostaa niiden merkitystd ja edesauttaa sitd, ettd kopioissa olevat puutikut ja nii-
den viereen merkiksi asetetut puutikut eivdt mene sekaisin seuraavienkaan vai-
heiden aikana.

3

Kuva 7. Sekalukujen 1 Eja 2 g kertolaskua vastaava operaatio.

Kolmannessa vaiheessa leikataan ensin irti varilliset osuudet kopioiden kaikista
tikuista pitden huolta siitd, ettd tikut pysyvit oikeassa puutikkukokoelmassa. Sen
jdlkeen lyhennetddn ndin saatuja tikkuja vield sen verran, ettd jaljellejadava osuus
vérillisestd tikusta vastaa varillisen osan suhdetta puutikussa, joka laitettiin mer-
kiksi sen puutikkukokoelman alle, johon puutikku kuuluu. Kohta, josta puutikku
tulee katkaista, saadaan selville asettamalla puutikut ndkokentdssad niin, ettd ne
ndyttdvdat samanmittaisilta, jolloin suhteita voidaan verrata (3, Kuva 6). Tahan
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tarkoitukseen voi kdyttdd myos perspektiivikolmiota (3, Kuva 7). Neljannessa
vaiheessa kootaan kaikki kopiosta mukaan otetut vérilliset osuudet (4). Viiden-
nessd vaiheessa muodostetaan niistd esitys sekaluvulle puutikkukokoelmana,
kuten tehtiin sekalukujen yhteenlaskun tapauksessa (5, Kuvat 6 ja 7).

Sekalukujen viahennyslasku ja jakolasku

Tikkukokoelmien joukossa voidaan maddritelld yhteenlaskun ja kertolaskun
kadnteisoperaatioina myos murtolukujen jakolasku ja vdhennyslasku (erotuksen
ollessa positiivinen), koska yhteenlasku ja kertolasku ovat tdssd metaforassa
konkreettisia laskutoimituksia, joihin liittyvéa toiminta voidaan kaantaa.

Esittelen lyhyesti, miten kahden tikkukokoelman avulla esitetyn sekaluvun jako-
lasku voidaan esimerkiksi suorittaa: Ensin jakajana toimivan murtoluvun tikku-
kokoelman kaikki tikut yhdistetddn laittamalla ne perdkkéin niin, ettd saadaan
yksi (pitkd) tikku, jossa punainen osa on toisessa pddssd ja vaalea osa toisessa
pddssd. Seuraavaksi sama tehdddn jaettavalle. Ndin saadaan kaksi (pitkdd) tik-
kua, joista toinen vastaa jaettavaa ja toinen jakajaa. Nama tikut asetetaan nako-
kentédssd (tai perspektiivikolmiossa) niin, ettd tikkujen punaiset osat ndyttavit sa-
manmittaisilta. Tdmaén jdlkeen jaettavaa vastaavan tikun punaisesta osasta ote-
taan katkaisemalla osa, joka ndyttda yhtd pitkalta kuin yksi yksikkotikku jakajaa
vastaavassa tikussa (jos punainen osa jakajassa on yksikkotikun mittainen tai pi-
dempi) tai jaettavaa vastaavan tikun punaista osaa pidennetddn tdhdn mittaan
(jos punainen osa jakajassa on alle yksikkotikun mitan) (ks. Kuva 8). Lopuksi
muodostetaan esitys osamddrdd vastaavalle murtoluvulle puutikkukokoelmana,
kuten tehtiin yhteenlaskun ja kertolaskun kohdalla.

Viahennyslaskun (erotuksen ollessa positiivinen) osalta yksityiskohtien tyostami-
nen jatetddn lukijalle. Huomautan kuitenkin, ettd kehitettyd metaforaa on myos
mahdollista laajentaa positiivisista rationaaliluvuista koko rationaalilukujen
joukkoon esimerkiksi ottamalla mukaan negatiivisia lukuja vastaavia tikkuko-
koelmia, jotka on véritetty samalla tavalla kuin positiiviset vastineensa, mutta eri
varilla.

Kuva 8. Erdan murtoluvun jakaminen murtoluvulla 4/5.
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Yhteys lukusuoraan, symboliesitykseen ja laskualgoritmeihin

Murtolukujen tikkukokoelmaesityksen yhteyttd murtolukujen sijaintiin luku-
suoralla voidaan helposti tutkia rakentamalla yksikon mittaisista tikuista ensin
lukusuora ja asettamalla sen jdlkeen lukusuoran viereen murtolukua vastaavan
tikkukokoelman tikut sopivasti perdkkdin niin, ettd yhtendinen punainen osa al-
kaa origosta ja pddttyy kohtaan, joka on murtoluvun sijainti lukusuoralla.

Tikkukokoelmilla suoritetun laskuoperaation tulosta voi myo6s verrata laske-
malla saatuun tulokseen, ja samalla pohtia yhteyttd tikkukokoelmien joukossa
suoritettavien laskutoimitusten ja murtolukujen laskualgoritmien valilld, erityi-
sesti yhteisen nimittdjdn etsimisen osalta (Cramer & Wyberg, 2009). Tdhan tar-
koitukseen sopii yhteen- ja vahennys- ja kertolaskun kohdalla esimerkiksi yksi-
kon mittainen tikku, joka jaetaan viivoilla yhtd suuriin osiin niin, ettd osien luku-
madrd vastaa laskutoimituksessa mukana olevien murtolukujen nimittéjien tuloa
(ks. 5, Kuva 6). Murtolukujen yhteenlasku- ja vihennyslaskualgoritmien

v tYa~ar T vdaT  ba

ja
a ¢ da bc da-—bc
b d db bd  bd
sekd kertolaskualgoritmin
a ¢ ac
—_— % — = —
b d bd

ymmartdmisen keskiossa on mielestdani kysymys siitd, miksi juuri tama tikku toi-
mii vastauksen tulkitsemisessa. Jakolaskun kohdalla voidaan puolestaan kayttaa
tikkua, jossa osien lukumaara vastaa kertojan nimittdjan ja jakajan osoittajan va-
listd tuloa pohtien, miten tdimén tikun toimiminen liittyy jakolaskualgoritmin
ac a d ad
b d=bc " be
vaiheisiin. Jotta tarkastelu on mielek&stsd, on kuitenkin oltava riittiavan, muttei
kuitenkaan ddrettomian, huolellinen sen suhteen, ettd tikut katkaistaan oikeasta
kohtaa, leikkauspinnat ovat suoria ja yhdisteet tiiviita.

POHDINTA

Tutkimuksen tavoitteena on ollut kehittdd murtoluvuille mahdollisimman yksin-
kertainen konkreettinen malli, jonka puitteissa on mahdollista havainnollistaa
kaikkia murtolukujen laskutoimituksia samaan aikaan. Tutkimusta on ohjannut
intuitio siitd, ettd murtolukukadsitteestd voisi tulla abstraktina kasitteend eheampi
(ks. Lehtinen & Merenluoto, 2004), jos murtolukujen ekvivalenssi sekd yhteen-
lasku ja kertolasku kddnteisoperaatioineen voitaisiin konkretisoida yhtd ja samaa
mallia hy6dyntéden.
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Tutkimuksen teoreettisena pohjana on toiminut Lakoffin ja Ntfiezin (2000) teoria
aritmetiikan perusmetaforista, jotka ankkuroivat luonnollisten lukujen peruslas-
kutoimitukset kaikille yleiseen universaaliin toimintaan. Ankkuroivat metaforat
ovat yleisesti kuvauksia ja tiedonsiirtomekanismeja, joiden avulla abstrakti ka-
site voidaan ymmartdd sellaisten konkreettisten kokemusten kautta, joita jokai-
sella ihmiselld on omasta kehostaan tai sen toiminnasta ympédroivdssd maail-
massa (Lakoff & Johnson, 1980; 1999).

Tassd tutkimuksessa ankkuroivia metaforia késiteltiin kuvauksina matemaatti-
sen kasitteen ja konkreettisen mallin valilld, jotta kuvaus olisi hyvin mééritellyn
lahtojoukon ansiosta aina hyvin médaritelty. Koska metaforat ovat kuvauksia, voi-
daan niitd myo6s analysoida ja luokitella kuvausten (homomorfia)teorian avulla
(Hasa & Ramo, 2015). Kuvausten teorian avulla metaforiin liitetyt murtolukujen
konkreettiset mallit voidaan luokitella hierakkisesti sen mukaan, vastaavatko ne
loogisesti murtolukua pelkéstddan joukkojen suhteen, joukkojen ja yhteenlaskun
suhteen vai joukkojen, yhteenlaskun ja kertolaskun suhteen. Tédssd tutkimuk-
sessa oli tavoitteena luoda ankkuroiva metafora, joka olisi tamén luonnollisen
hierarkian korkeimmalla tasolla. Lisdksi kiinnitettiin huomiota siihen, etti lasku-
toimitusten edellyttdmait konkreettiset operaatiot olisivat mahdollisimman uni-
versaaleja, eli sellaisia johdonmukaisesti sddntdjen mukaan etenevid luonnollisia
toimintoja, jotka voisi ohjeistaa lahes kaikille ihmisille ajasta, paikasta ja kulttuu-
rista riippumatta.

Lakoff ja Nafiez (2000) esittelevit neljd aritmetiikan perusmetaforaa, jotka ovat
"aritmetiikka on esinekokoelmien muodostamista,” "aritmetiikka on esineiden rakenta-
mista osista,” “aritmetiikka on mittatikun avulla mittaamista” ja "aritmetiikka on lii-
kettd pitkin polkua.” Niistd kuitenkaan yksik&dan ei ollut sellaisenaan yhteensopiva
murtolukujen kertolaskun kanssa yleisessa tapauksessa, jossa kertojan ei tarvitse
olla luonnollinen luku. Tassd tutkimuksessa Lakoffin ja Nafiezin (2000) metafo-
raa “aritmetiikka on mittatikun avulla mittaamista” kehitettiin ihmisen ndkoais-
tia ja murtoluvun operaattoritulkintaa (ks. Kieren 1976; 1988) hyodyntéden niin,
ettd se sopisi yhteen myods murtolukujen kertolaskun kanssa ja ankkuroisi mur-
toluvun kertolaskun johonkin universaaliin toimintaan, joka on kaikille ihmisille
tuttua, ajasta, paikasta ja kulttuurista riippumatta. Tdaméan pohjalta saatiin kehi-
tettyd murtoluvuille maalattuina puutikkukokoelmina ankkuroiva metafora,
joka on universaali ja yhteensopiva kaikkien murtolukujen laskutoimitusten
kanssa. Murtolukujen vahennyslaskuun ja jakolaskuun pééstiin luonnollisella ta-
valla kasiksi hyodyntamalld sitd, ettd niihin liittyvat konkreettinen toiminta voi-
tiin suorittaa kddnteisesti (Bjorklund, 2010).

Ajattelen, ettd tdssd tutkimuksessa esitelty lahestymistapa, jossa kuvausten teo-
riaa hyodynnetddn matematiikkaan liittyvien metaforien arviointitytkaluna, voi
olla hyvin hyddyllinen tyokalu monia matematiikan oppimiseen ja havainnollis-
tamiseen liittyvid kysymyksid silmalld pitden. Olisi mielenkiintoista esimerkiksi
tutkia, miten opetuksessa kdytetyt yleiset tulkinnat, esimerkit ja konkretisoinnit
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murtoluvuille sopivat yhteen murtolukujen ekvivalenssin ja laskutoimitusten
kanssa. Olisi myos mielenkiintoista tukia kehitystutkimuksen (Pernaa, 2020) me-
netelmin millaista oppimista tikkukokoelmiin perustuva murtolukujen ankku-
roiva metafora tuottaa murtoluvuista.
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