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TIIVISTELMA

Matematiikka on erityinen oppiaine. Sitd pidetidn sekd vaikeana ettd tirkednd. Matema-
tiikkan tirkeys tulee esiin nimenomaan sovellutustensa kautta, joita silld on runsaasti eri
tieteiden aloilla. Sovellutusten kautta tarkasteltuna matematiikan merkityksellisyys jdid
taustalle. Artikkelissa esitetidn, miksi niin on ja samalla tuodaan esiin, miksi olisi tir-
kedd painottaa myos matematiikan merkityksellisyyttd.

JOHDANTO

Matematiikkaa pidetddn joskus vaikeana, joskus ehka tylsénd oppiaineena, jonka
keskeisin toiminto on laskeminen. Matematiikkaan liittyy laskeminen, joka voi
tuntua tylsdltd ja olla vaikeaa, mutta se ei redusoidu laskentaan. Laskettaessa
aina lasketaan jotain ja laskujen avulla saadaan tietoa jostain. Matematiikan opis-
kelussa on olennaista kysyd, mitd tietoa etsitddn ja mistd tietoa yritetddn saavut-
taa. Matematiikan sisdllollistd puolta painottaessaan Kant luonnehti matema-
tiikka synteettiseksi a priori. Kuitenkin kouluopetuksessa laskujen pddasialliseksi
merkitykseksi saattaa jadda laskeminen harjoituksen vuoksi, jolloin ei ehkd huo-
mioida matematiikan merkityksellisyytta.

Késitys matematiikasta hyddyllisend ja tdrkednd oppiaineena liittyy pitkélle sen
sovellettavuuteen: sovellutuksissa matematiikka on kiistatta osoittanut voi-
mansa. Luonnontieteet ja tekniikka edellyttavit erittdin laajat tiedot ja taidot ma-
tematiikassa. Matematiikka on keskeinen tukiaine my6s monissa ihmis- ja yh-
teiskuntatieteissd. Joskus jopa tdimad matematiikan vélineellinen hy6ty on kyseen-
alaistettu. Tietenkddn matematiikka hyodyllisend vélineaineena ei saa syrjayttaa
kunkin alan substanssin sensitiivistd tarkastelua. Matematiikkaa ei nyky&an esi-
tetd itsessddn kiinnostavana ja sivistdavand oppiaineena.! Ehkd Suomen erittdin

! Téllainen v&itd on luonteeltaan epétarkka ja téssd tapauksessa provokatiivinen. Siten tarkasti
ottaen téllainen vdite ei astelu linjalle tosi-epatosi, vaan hedelmallinen-hedelmiton. Viitteelle
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vahva ja syvd matematiikan perinne pitdd ylld mainetta matematiikasta tarkeana
oppiaineena.

Koulukirjat tukevat késitystd matematiikasta “sisdllottoméand” laskemisena. Har-
joitustehtavéat ovat valtaosin selkeitd ”palapeliongelmia”, jotka edellyttdvit me-
kaanista taitoa tai vaativimmillaan teknistd taituruutta. Lukion matematiikassa
on mukana myds matemaattisesti kiinnostavia osioita, joita opetetaan teknisen
intressin mukaisella tavalla. Tdma ilmenee esimerkiksi siind, miten differentiaali-
ja integraalilaskenta jasennetddn oppikirjoissa? (Lehti, 1969; 1971; Boyer, 1939).
Lisdksi tdllainen puhdas tekninen painotus liittyy erityisesti 1900-luvulla laajalti
hyvaksyttyyn ajatukseen matematiikan (ja logiikan) tautologisuudesta eli kési-
tyksestd, etteivdt matematiikan (ja logiikan) tulokset sulje mitddan vaihtoehtoja
pois ja siten madritelmallisesti matematiikan totuudet ovat sisallollisesti tyhjia.

Termi ‘matematiikka’ tulee kreikan kielestd ja alkujaan se tarkoitti jotain seuraa-
van kaltaista: “se, mikd on opittu tai ymmarretty” tai ” tieto, joka voidaan oppia”
(Bochner, 1966, 24-25). Tama merkitys on kuitenkin enemman tai véahemman siir-
tynyt sivuun ja sen on syrjdyttanyt tieteellinen tai ehkd pikemminkin formaali
kasitys matematiikasta formaalina kalkyylina. Differentiaali- ja integraalilas-
kenta on tillaisesta erinomainen esimerkki (Boyer, 1939).

MATEMATIIKKA JA TIEDE

Lansimaisen tieteellisen ajattelun taustalla vallitsee kaksi perinnettd. Platonille
sokraattinen dialogi antoi yleisen ja ihanteellisen muodon tieteelle ja inhimilli-
selle tiedolle, johon myos matematiikka mukautui. Téllaisen keskustelevan ja et-
sivdn eli pedagogisen tieteenkdsityksen rinnalla oli Parmenideen ”looginen”
ihanne tieteestd pysdhtyneend ja olevaan kiinnittyneend oppina. Nama kaksi na-
kemystd tuovat esiin kreikkalaisen tieteen kaksi metodologista orientaatiota. Par-
menideen ontologinen loogisesti totuuteen kiinnittyva ja Sokrateen dialektinen
ja pedagogisesti orientoitunut logiikka (Bochner, 1966; Hintikka, 2007; Boyer,
1939).

Platonille matematiikka inhimillisen tiedon paradigmaattisena muotona oli kyt-
koksissd nimenomaan dialektiseen orientaatioon. Dialogissa Menon Platon ku-
vaa, miten matemaattinen tiedonetsinti etenee keskustellen. Yleisemminkin Pla-
ton kuvaa ajattelua mielen sisdisend dialogina (Theaitetos, 190a-). Tamad ei ole vain
satunnainen ja epdolennainen piirre, vaan liittyy Platonin kasitykseen inhimilli-
sen tiedon luonteesta. Inhimillinen tieto edellyttdd dialogia, toista ihmistd. Tama
on Platonin késitys myos matemaattisesta tiedosta. Aristoteleelle matematiikka

tulee tietty, artikkelin kannata olennaisen térke& peruste erityisesti filosofian piirissd tapahtu-
neesta kehityksestd, jota von Wright on useissa yhteyksissa varsin yksityiskohtaisesti kuvannut.
Logiikan, ja siten vilillisesti myos matematiikan, tilanteesta (kts. von Wright, 1992, 27, 32-33,
47).

2 Téssd on tdrkedd huomata, ettei pyrkimys ole arvottaa hyvéksi tai huonoksi, vaan kuvata ké-
sitteellistd rakentumista.
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oli jo enemmain “tieteellinen” oppi. Kreikkalaisille tiede ei ollut hyodyllisyyttd
palvelevaa, vaan ihmisyytta kehittdvaa tietamista.

Kasitykselld matematiikasta erityisesti valineellisesti hyodyllisend tieteend on
pitkat historialliset juuret, joka heijastelee syvallistd kdsitystd matemaattisen tie-
don luonteesta; sen suhteesta sokraattiseen ja parmenideen traditioon. Nama ei-
vt ehkd ole mielessd pohdittaessa peruskoulun tai lukion matematiikkaa, vaikka
olisi hyva olla, jotta matematiikan rooli keskeisend kulttuurisena vaikuttajana
sdilyisi.

Matematiikan sovellutusten kannalta differentiaali- ja integraalilaskenta on eri-
tyisen olennainen.®> On tuskin mahdollista l16ytdd vastaavaa esimerkkid, jossa yh-
distyy vuosisatainen kasitteellinen tyd nerokkaaseen matemaattiseen oivallusky-
kyyn. Differentiaali- ja integraalilaskennan merkitys sekd matematiikan kehityk-
selle ettd yleiseen kulttuuriseen eldaméan on ollut merkittava. Erityisesti differen-
tiaali- ja integraalilaskennan sovellutukset ovat erityisen merkittdviat ja laajat:
Modernia luonnontiedettd ei olisi nykymerkityksessd olemassa ilman differenti-
aali- ja integraalilaskentaa, jonka varaan koko luonnontieteellis-tekninen kult-
tuurimme nojaa. Differentiaali- ja integraalilaskennan vaikutukset ulottuvat mo-
nille ihmis- ja yhteiskuntatieteiden aloille (Boyer, 1939).

Differentiaali- ja integraalilaskennan késitteellinen perusta on rakentunut vuosi-
satoja kestdneelle loogis-késitteelliselle tyolle. Yhtadlta differentiaali- ja integraa-
lilaskennan perustana on antiikista saakka kulkenut geometrinen ajattelu ja p&at-
tely. Toisaalta siind kulminoituu algoritminen ja tekninen ongelmanratkaisu-
taito. Namad eivdt ole toisistaan erilliset, mutta niissd painottuvat matematiikan
kahdet juuret. Yksinkertaistaen sanottuna geometrinen traditio kytkeytyy peda-
gogiseen ldhestymistapaan ja algoritminen loogiseen ldhestymistapaan. Ndiden
ldhestymistapojen ero ei differentiaali- ja integraalilaskennan kannalta vaikuta
kovin suurelta, mutta ne painottuvat eri tiedollis-kulttuuriseen traditioon. Nai-
den ldhestymistapojen ero vaikuttaa kdsityksemme inhimillisestd tiedosta ja tie-
teestd. Siten differentiaali- ja integraalilaskennan kaisitteellisen ja historiallisen
perustan tarkastelu antaa syvillisen ymmarryksen matematiikan luonteesta ja
matemaattiseen ajatteluun kasvamisesta (Lehti, 1969; 1972).

Se, painottuuko sisdllollinen ymmarrys vaiko (mekaaninen) laskenta, ei ole niin-
kaan kyse oppilasldhtoisyydestd, kuin tiedollis-kulttuurisesta traditiosta, johon
ldhestymistavan juuret viittaavat. Oppilasldhtoisyydessd usein painotetaan op-
pimiseen olennaisesti liittyvad dialogisuutta. Dialogi ei kuitenkaan merkitse vain
keskustelua, vaan ymmarryksen rakentamista yhdessa: voiko sisdllsttoman me-
kaanisen ongelmanratkaisukoneen kayttod sisdllollisesti ylipddtdan oppia tai
opettaa?

3 Englanniksi differentiaali- ja integraalilaskenta on calculus, mik4 liittyy kalkyylin ajatukseen,
jota esimerkiksi Leibniz toi esiin. Kalkyyli on tulkitsematon formaali jarjestelm4, jolle voidaan
antaa erilaisia tulkintoja. Laskenta puolestaan viittaa jo tulkitun jarjestelmé puitteissa suoritetta-
vaan operaatioihin.
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Sokraattisen dialogin kuluessa keskustelukumppanit yhdessd rakentavat kes-
kustelun kohteesta yhteisen ymmarryksien.# Siten dialoginen ldhestymistapa
mahdollistaa matemaattisluonnontieteellisen tiedon etsinndn perusteiden ym-
maérryksen, jonka syvillisen kisitteellisen ymmarryksen kautta, kouluasteesta
riippumatta, on mahdollista opettaa tieteellistd ja matemaattista ajattelutapaa.
Dialoginen ldhestymistapa ei tarkoita vain keskustelua, vaan siiné kyse on loogi-
sesti syvdllisestd painotuserota ”"tieteelliseen” tai formaaliin ldhestymistapaan
verrattuna: dialogin perustana oleva logiikka ei ole formaali logiikka, vaan epis-
teeminen logiikka (Hintikka, 2012).

Koulumatematiikassa ei menné niin pitkalle, ettd se mahdollistaisi syvéllisen ma-
temaattis-tieteellisen ajattelutavan omaksumisen.> Matemaattinen ajattelutapa
tulee omaksua ilman syvdd matematiikan teknistd hallintaa.® Tulee tuoda esiin
kokeellisen tutkimuksen matemaattinen ydin: funktionaalisen riippuvuuden
matemaattis-kasitteellinen perusta. Ndin on mahdollista luoda opetuksellinen ti-
lanne, jossa formaali looginen esitys muuntuu episteemis-loogiseksi matematii-
kan ymmarrykseksi.

Dialogi antaa oppilaille mahdollisuuden itse hahmottaa matematiikan ja luon-
nontieteen vilistd keskindisriippuvuutta. Ehkad samalla my6s matematiikan mie-
lekkyys ja merkityksellisyys ilmenevét. Puhe matematiikan mielekkyydesta tai
merkityksellisyydestd, ei ole tdysin selkedd. T&lloin viitataan matematiikkaan it-
sendisend oppialana, jolla luonnollisesti voi olla sovellutuksia, mutta tarkastelu
kohdistuu ”"matematiikkaan itseensd”. On hyvd huomata, ettd matematiikan
mielekkyys ja sovellettavuus kdyvét jossain médrin toisiaan vastaan: painotetta-
essa matematiikan itsendistd mielekkyyttd, sovellutukset jadvét syrjddan ja paino-
tettaessa matematiikan sovellettavuutta, matematiikan itsendinen merkitys jaa
syrjaan (Weyl, 1956).

Pedagogisesti on olennaista, ettd oppilas kokee opittavan asian merkitykselli-
send. Tdlloin usein tarkoitetaan opiskelijan henkilokohtaista suhdetta opiskelta-
vaan aiheeseen, merkityksellisyyttd opiskelijalle, mikd on olennaisen tdrke&a.
Kuitenkaan ei saa unohtaa, asian merkitystd ja merkityksellisyyttd ”itsessdaan”.
Platonin dialogissa Menon orjapojan ymmarrys kasvaa konkreettisesti askel as-
keleelta Sokrateen kanssa kdydyn dialogin edetessd. Dialogin eteneminen ei ole
suoraviivaisen loogista, vaan dialogista, jossa eteneminen ja takaisin palaaminen
tapahtuvat orjapojan (oppijan) tiedollisen tilan eli ymmarryksen edellyttamassa

4 Platonin dialogeissa Sokrates on strateginen dialogin johdattelija, joka strategisesti mietittyjen
kysymysten avulla johdattaa keskustelua suuntautumaan kohti ratkaisua. On tdarked pohtia,
millaiset tiedolliset edellytyksen tillaiselle strategiselle johtajuudelle tulisi olla. On joskus vii-
tattu Sokrateen vain teeskentelevin tietiméttomyyttdan (ns. Sokrateen ironia), silld on katsottu,
ettd hdnen on taytynyt jo etukiteen tietdd asia.

5 Koulumatematiikan ja sen tutkimuksen rikkaudesta, kts. esim. Brating, Hemmi, Madeij ja Roj-
Lindberg (2016) tai Brating ja Osterman (2017).

¢ Tédssd yhteydessd esimerkiksi jaottelu koulu- ja yliopistomatematiikan vilill4 ei ole olennainen,
vaan oikeastaan tarkoitus on pikemminkin tuoda esiin piirteitd, jotka pienentavit titd ja muita
vastaavia kuiluja.
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tahdissa. Téllainen ratkaisun rakentuminen askel askeleelta on rakentunut mate-
maattiseen todistukseen. Tdssd selkedsti myos tuodaan esiin, mitd tarkoittaa
edelld oleva luonnehdinta dialogin logiikasta episteemisend logiikkana: lopussa
oppija tietdd ja ymmartdd saavutetun lopputuloksen, matemaattisen teoreeman,
merkityksen. Kouluopetuksen painotus matematiikasta mekaanisena ja persoo-
nattomana laskemisena on peittanyt alleen timan ymmarryksen kasvun elemen-
tin matematiikasta (Hintikka, 2012; Hintikka & Bachman, 1991; Kelly, 1996).

Menonissa kdyty dialogi on erittdin hyva esimerkki, miten dialoginen opetus on
jdrjestettavissd. Dialogissa tulee esiin, miten matemaattinen ymmarrys - kasitteet
ja menetelmdt - voidaan rakentaa keskustellen kadyttden apuna myos kuvia (Kts.
esim. Hintikka & Bachman, 1991, 21-27). Nykyisessd matematiikan tutkimuk-
sessa dialogi on edelleen mielenkiinnon kohteena, mutta nykyiset painotukset
poikkeavat Menonissa esiintyvistd. Esimerkiksi De Toffoli (2017) tarkastelee dia-
grammeja argumentaation osina ja Radford (2011) tarkastelee matematiikkaa
osana yleisempaad kielellistd dialogia. Kuinka paljon tdllainen painotusero johtuu
siitd, ettd on siirrytty parmenideen traditiota kohti tai siitd, ettd matematiikka
ymmarretddn formaalina kalkyylina (Lehti, 1971, 77, 82-87) on kiinnostava kysy-
mys, mutta emme tdssd artikkelissa tarkemmin tdhdn erityiskysymykseen sy-
venny.

TIETO - TOTUUS JA YMMARRYS - MERKITYS

Klassinen tiedon mééaritelmdn mukaan tieto on hyvin perusteltu tosi uskomus,
mikd kytkee tiedon totuuteen. Tama kasitys tiedosta on luonteva ja arkikasityk-
semme mukainen. Ymmarrys puolestaan kytkeytyy merkitykseen: ”Ymmarta-
minen on jonkin asian - myos késitteen tai sanan - merkityksen, ja jo tunnettujen
totuuksien vélisten yhteyksien tajuamista.” (von Wright, 2006, 14). Ymmarrys
edellyttdd laajaa kasitystd asioiden historiallisista juurista, mutta myos spesifejd
tietoja kokonaisuuden rakentumisesta. Ymmarryksen kehkeytyminen on yksilol-
linen prosessi, mutta opettajan rooli on ymmarrykseen johdattamisessa.

”Sekd luonnontieteissd ettd humanistisissa tieteissd etsitddn totuuksia ja pyritdan
ymmadrtdméaan niiden keskindisid yhteyksid. Suuri osa humanististen tieteiden
tutkimista ilmidistd on kuitenkin jo sindnsd merkitystd omaavia - kuten esimer-
kiksi kirjoitetut tekstit. Sama ei pade luonnonilmicistd. Tamén johdosta ymmar-
tdminen ndyttelee humanistisissa tieteissd paljon keskeisempédd osaa kuin luon-
nontieteissd.” (von Wright, 2006, 14). Oikeastaan tamad laina on olennaisen tarked
matematiikan opetuksen, oppimisen ja ymmadrryksen kannalta. Yliopistoissa ma-
temaattisluonnontieteelliseen tiedekuntaan kuuluvana aineena matematiikka
ndhddidn osana luonnontieteitd, vaikka silld on ldhinni sivurooli: matematiikka
on instrumentaalinen metodiaine. T4dll6in jid huomioimatta matematiikan syva
kulttuurinen merkityksellisyys.

Courat sanoo esipuheessaan kirjaan Boyer (1939), ettd differentiaali- ja integraa-
lilaskenta ja matemaattinen analyysi ovat yksi ihmismielen suurimmista saavu-
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tuksista. Tama ei ole vain esipuheen kohteliasta tekstid, vaan silld on hyvai tie-
teellinen ja kulttuurinen perustansa. Nykyinen aikamme on suuressa velassa ni-
menomaan tille ihmismielen luomukselle, miki ei tarkoita teknistd taituruutta,
jonka varassa luonnontieteellis-tekninen kulttuurimme on, vaan myds mate-
maattisen ajattelun luomaa inhimillistd kulttuuria yleisemmin.

Boyer (1939) tuo hyvin esiin matematiikan késitteellisen luonteen. Matematiikan
merkityksellisyys ja mielekkyys eivit ehkd 16ydy laskemisesta tai oikeista ja var-
moista vastauksista, vaan sen kasitteellisestd vivahteikkuudesta, joka on inhimil-
lisen kulttuurin suuri ja arvokas luomus. Késitteellisen perustan ymmartdminen
on keskeistd matematiikan ja matemaattisen ajattelun ymmarryksen kannalta.

Differentiaali- ja integraalilaskennan kehitys liittyy ldheisesti matematiikan kah-
teen, geometriseen ja algoritmiseen, traditioon. Yksinkertaistaen sanottuna geo-
metrinen traditio on sisdllollisesti painottunut, jossa haluttu tulos rakentuu
konkreettisen sisdllollisen analyysin avulla ja algoritminen traditio painottaa
abstraktia laskentaa, joka mahdollistaa suvereenin ongelmien muotoilun ja rat-
kaisun (Boyer, 1939; Lehti, 1969; Bos, 1993; Hintikka & Remes, 1974).

Nykyisin painotus on pitkélti jalkimmaisessd, mika luonnollisesti luo ndkemysta
matematiikasta (mekaanisena) laskemisena. Algoritminen tapa on osoittautunut
metodisesti erinomaiseksi tavaksi: yhdelld algoritmisella menetelmélld on mah-
dollista ratkaista suuri joukko erilaisia tehtdvia. Lisdksi laskennallisin keinoin al-
goritmi madrittdd uusia, silld ratkaistavia, ongelmia. N&in differentiaali- ja in-
tegraalilaskenta toimii ”keksimiskoneen” kaltaisena metodisena véalineend. Tie-
tenkddn kyse ei ole mekaanisesta koneesta vaan vaativaa matemaattista taitoa ja
luovuutta edellyttdvastd menetelmaéstd (Bos, 1993; 2001).

Matematiikan ymmadrryksen kannalta on olennaisen tdrkedd huomata, ettd
vaikka matematiikka on tietyssd merkityksessd ”sisdllotontd”, niin puhe mate-
matiikan sisdllollisesti tyhjyydestd on varsin harhaanjohtavaa. Matemaattinen
pdéttely voi lisédtd tietoa, ainakin ns. pintainformaation merkityksessd, jolla on
syvdllinen yhteys my06s empiirisen tieteen metodologiaan (Hintikka, 1973; 2007).
1900-luvulla tuli vallitsevaksi kasityksesi, ettd logiikka ja myts matematiikka
ovat tautologisia eli sisdllollisesti tyhjid. Tdllainen luonnehdinta, vaikka se perus-
tuikin logiikan perustuloksiin, ei oikein sopinut yleiseen kasitykseen logiikasta
ja matematiikasta. Erityisesti Kantin luonnehdinta matematiikasta ja logiikasta
”synteettisend a priori” ei millddn sovi tdhdn luonnehdintaan. Miten matema-
tiikka ja logiikka voivat lisdtd tietoamme? Hintikka muotoili pintainfomaation
kasitteen vastaamaan tdhdn ongelmaan. Késiteen perustana on Peircen jaottelu
korollaarisen ja teoremaattisen péattelyn vélilld, jossa edellisessd ei tuoda pat-
telyyn mukaan uusia yksilditd, mutta jalkimmadisessd ndin tapahtuu. (Webb,
2006, 242-243.) Yksinkertaistaen, pintainformaatiota mitataan péadttelyyn tuotu-
jen toisiinsa suhteessa olevien yksildiden lukumaéralla.” Ndiden uusien yksil6i-
den looginen rooli on sama kuin geometriassa tehtyjen apukonstruktioiden. Kon-
struktiot ja uudet yksilovakiot ovat yhteydessd kantin intuition késitteeseen

7 Teknisesti tdim4 saadaan médritetyksi tarkastelemalla sisdkkdisten kvanttorien maaria.
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(Hintikka, 1973). Bratingin (2012) tarkastelu visuaalisuuden ja intuitiivisen ajat-
telun yhteydestd kytkeytyy tédllaiseen Kantilaiseen intuitionismiin kiinnostavalla
tavalla. Metodologisesti kiinnostavaa on, ettd pddttelyn strategian kannalta néi-
den uusien yksildiden rooli vastaa empiirisen tieteen kokeiden tuottamaa lisdin-
formaatiota, jonka Hintikka ym. osoittivat strategiateoreemassaan (Hintikka, Ha-
lonen & Mutanen, 2002, 330).

Lisdksi matematiikka on vivahteikas oppiala, jota ei tule pelkistdd johonkin tiet-
tyyn muotoon. Matematiikka on tiettyjd struktuureja kuvaava visuaalinen tiede
(Hintikka, 2011). Visuaalisuus tulee esiin myos tarkastellessa diagrammeja ma-
temaattisen pddttelyn osana (De Toffoli, 2017). De Toffoli (2017) ei kuitenkaan
painota pddttelyn tiedon kasvua lisddavaa puolta, joten hdnen ldhestymistapansa
on (formaali) looginen, ei episteemis-looginen kuten Menoin viitoittamassa paét-
telylla.

Sovellustensa kautta matematiikka nivoutuu yhteen sovellutusalueen substans-
siasioiden kanssa yhteen. Siten puhe fysiikasta, josta on poistettu matematiikka,
ei oikeastaan vaikuta kiehtovalta, ellei kyse sitten ole ilmitisen luokitteluun pe-
rustuvasta havaintotieteestd. Kuitenkin matemaattis-looginen paittely tarjoaa
hedelmillisen metodologisen perustan luonnontieteelliselle tutkimukselle 8
(Hintikka, 1969; Hintikka & Remes, 1974; Hofstadter, 1979).

PEDAGOGIIKKA

On pedagogisesti tarkedd pohtia, miten matematiikkaa tulisi tai voisi opettaa si-
ten, ettd oppilaille tulisi kdsitys matematiikasta seké tdarkednd metodiaineena ettd
itsendisend syvallisid merkityksid omaavana oppiaineena.

Matematiikka ”“tyhjind” metodiaineena muuntaa sen merkityksettomiksi las-
kennaksi, joka johtaa ”teknokraattiseen” kédsitykseen matematiikasta. Kun tama
ajatus kytketddn osaksi luonnontieteitd, niin matematiikka jad luonnontieteen
mekaaniseksi apuaineeksi, mitd joskus kutsutaan positivismiksi. Taméa on seka
historiallisesti ettd asiallisesti virheellistd. [hmistieteissd matematiikkaa ei tulisi
ndhdd osana kaavamaista lopullista totuutta tavoittelevaa luonnontiedettd. Ma-
tematiikka tulisi ndhdd myos osana edelld kuvattua pedagogista traditiota (Hor-
keimer & Adorno, 1944; Kneale & Kneale, 1962; Bochner, 1966).

Lukion fysiikan kirjoissa annetaan esimerkkejd, joissa yksittdinen koordinaatis-
tossa esitetty havaintosarja “antaa” etsityn lain. Téllaiset esimerkit ovat tietysti
tarkeitd, mutta samalla ne antavat virheellisen kuvan kokeellisen tutkimuksen

8 Tamd on tietysti varsin ilmeinen seikka, mutta luonnontieteen historiallis-filosofinen ldhesty-
mistapa (Matthews, 2014) konkretisoi luonnontieteellisté ajattelua ja vastaavasti matematiikan
historiallis-filosofinen ldhestymistapa (Barbin, Jankvist & Hoff Kjeldsen, 2015) konkreettistaa
matemaattista ajattelua jo ns. koulumatematiikassa.
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luonteesta. Kokeellinen tutkimus ei ole sokeiden havaintojen jdrjestimistd mate-
matiikan avulla lainmukaiseen jarjestykseen. Eikd matematiikka ole “kone”, joka
muokkaa epdmaddrdiset havainnot tyylikkddseen matematisoituun muotoon.

Luonnontieteen opetuksessa pyritddn nykyisin tuomaan esiin luonnontieteet tut-
kimuksellisina prosesseina eikd niinkddn listana lopputuloksia, jotka ovat usein
ymmadrretty - ulkoa opeteltavina - matemaattisina kaavoina.” Nykyisin opetuk-
sessa painotetaan sekd tieteen historiallista ettd tieteenfilosofista ldhestymistapaa
(Matthews, 2014). Téllainen ldhestymistapa mahdollistaa luonnontieteen luon-
nehdinnan nimenomaan tietoa etsivdnd ja (tutkimuksellisia) ongelmia ratkovana
prosessina. Sindlldan tarkedt tieteen tulokset eivit ndyttaydy itseisarvoisen tar-
keind, historiattomina lopullisina tuloksina, joiden merkitys typistyy niiden ul-
koa opetteluun, vaan tiedon epdvarmana etsintdprosessina, jonka tulokset osit-
taisinakin ratkovat tutkimuksellisesti olennaisia ongelmia. Matematiikalla on
keskeinen rooli koko tédssd prosessissa.

Historiallis-filosofinen ldhestymistapa luo konkreettisen kuvan tieteellisesta tie-
donmuodostuksesta, jonka tekeminen nédkyvéksi on kasvatuksellisesti erittdin
olennaista. Usein, jopa yliopistollisissa oppikirjoissa, luonnontiede eroaa olen-
naisesti humanistisista ja ihmistieteistd, mikd ilmentdd ldnsimaisen perinteen
kahta juurta. Luonnontieteellinen tiede asetetaan totuuden ja lopullisuuden puo-
lelle, jonka vastaparina toimii yksil6llisyyteen ja ymmarrykseen painottuvat hu-
manistiset ja ihmistieteet. Von Wrightin jakaa tieteen kahteen perinteeseen gali-
leiseen ja aristoteeliseen, jonka suhdetta edelld kuvattuun olisi kiinnostava tar-
kastella (Tarkemmin, kts. esim. Niiniluoto & Wallgren, 2017).

Historiallis-filosofien ldhestymistapa mahdollistaa myos tutkimusprosessin lo-
giikan konkreettisen kuvaamisen. Historiallis-filosofisen ldhestymistapaa on so-
vellettu myds matematiikkaan, mikd osaltaan mahdollistaa matematiikan koulu-
opetuksen rikastuttamisen ja matematiikan tiedonrakentumisprosessin tuomi-
sen osaksi matematiikan opetusta. (Kts. esim. Barbin, Jankvist & Hoff Kjeldsen
2015.) Tallainen auttaa myos ndkeméddn selkeimmin tutkimusprosessin ja oppi-
misprosessin logiikan rakenteellista samankaltaisuutta (Hintikka, 1982).

On tarkedd ymmartad, ettd tieteilijdt tekevat tyotd tiedeyhteisossd ja olennaiset ja
tarkedt kysymykset nousevat tiedeyhteison sisdltd. Tédlld ei tietenkddn haluta
poistaa sitd arkista tosiasiaa, ettd tiedemiehet saavat ja ovat aina saaneet keskeisid
kysymyksid myos tieteen ulkopuolelta. Sisdpuolisuus ja ulkopuolisuus ei mer-
kitse sitd kuka kysymyksen esittdd, vaan miten kysymys muotoillaan ja miten
siihen etsitddn ratkaisua. Tieteellisesti mielekds kysymys jdsentyy tieteenalan k-
sitteiston kautta. Siten esimerkiksi puhe, jossa tieteen uudistaminen tapahtuu ot-
tamalla maallikot mukaan tutkimusprosessiin, perustuu (moniin) virheellisiin
kasityksiin tieteellisestd prosessista, vaikka tuollaisessa puheessa olisikin aimo
annos totuutta mukana.

9 Kaarle Kurki-Suonio kutsuu téllaista kisitystd kaavataudiksi.
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METODOLOGIA

Nykyisin puhutaan ”pirullisista ongelmista” (wicked problems), jotka eivit taivu
tieteenalarajoihin ja jotka ovat tulleet vastattaviksemme. Kuinka paljon nédissd on
kyse tieteellis-teknisen kulttuurin luoman teknosysteemin “karkaamisesta kasis-
tamme” ja kuinka paljon jostain muusta, on tietysti avoin kysymys, mistd von
Wright puhui jo 1980-luvulla. Téallaisten ongelmien jasentdmisyritykset uudista-
vat tiedettd, mutta eivit sindllddn muuta tieteen perustavaa logiikkaa.

Tieteellinen kysymyksenasettelu on metodista eli kysymykset tulee muotoilla, ei
ennakko-oletuksia vastaavaksi, vaan metodisesti vastattavissa oleviksi. Tdssi il-
menee matematiikan rooli metodisena aineena (luonnon)tieteessa: emme aseta
matemaattista funktiota havaintoihimme, vaan kysymme funktionaalista yh-
teyttd. Siten havainnointi jo ldhtokohtaisesti etsii tietyn tyyppistd funktionaalista
riippuvuutta. Tamd seikka tekee monet tieteen historialliset tapaukset erityisen
kiinnostaviksi. Miten tiettyjen havaintojen ilmentyessd tutkijan tulee toimia?
Onko missédan olosuhteissa luvallista tai jopa jarkevaa jattdd joitakin havaintotu-
loksia syrjaan? Tallaisiin kysymyksiin ei voi vastata ilman riittdvan syvéaa tieteen-
filosofista (metodologista) ja tieteen historiallista sivistystd. Hintikka (2007) tar-
kastelee kiinnostavia historiallisia esimerkkejd, joissa metodisten sdantdjen rik-
kominen tulee strategisesti perustelluksi.

Tieteellinen kysymyksenasettelu ja pdittely kulkevat kasikddessd. Tieteellinen
kysymyksenasettelu, jossa etsitddn tietyn tyyppistd funktionaalista riippuvuutta,
edellyttdd, ettd on jo osoitettu sellaisen riippuvuuden olemassaolo. Tama on me-
todisesti tarked huomio. Tieteessd edetddn askel askeleelta. Suuret tieteelliset 16y-
dot seisovat pitkdn historiallisen ketjun p&dllda. Erinomaisena esimerkking tasta
on jdlleen differentiaali- ja integraalilaskenta. Oikeastaan juuri tédstd syystd “pi-
rulliset ongelmat” ovat niin monimutkaisia: ne eivét asetu tieteen pitkdn jatku-
mon logiikkaan. ”Pirullisten ongelmien” pirullisuus liittyy siihen, ettei meilld ole
keinoja muotoilla niitd. Kuitenkin ne nousevat elimddamme uhkaavista riskeista.
Olisi epd-dlyllistd vaittdd hallitsevansa niiden edellyttamaét tiedot tai metodiset
taidot. Ne ovat toistaiseksi meille jasentyméttomid, pirullisia ongelmia (Hin-
tikka, 2007).

Kouluopetus ei voi menni (ainakaan kovin yleisesti) eri tieteenalojen polttaviin
ongelmiin. Matematiikan tutkimuksellisesti kiinnostavat kysymyksenasettelut
eivit ole edes matematiikan maisteriopintojen ohjelmissa. Vastaava patee kai-
kissa ns. kumulatiivisissa aineissa, joissa usein matemaattisten valmiuksien edel-
lytetddn olevan varsin hyvélla tasolla. Lisdksi ndissa tieteenaloissa myos erikois-
tuminen on edennyt pitkélle. Tama vaikeuttaa kouluopetuksen suunnittelua. Mi-
kali halutaan antaa hyva yleiskuva keskeisistd teemoista, jda tiedot vaistamatta
taysin pinnallisiksi ja miké&li halutaan syventya johonkin erityisalueeseen, niin
talloin erikoistuminen tapahtuu jo kouluopetusvaiheessa.

Tdhdn ongelmaan on pyritty hakemaan vastausta edelld kuvatulla historiallis-
filosofisella opetustavalla. T&lloin opetuksessa voidaan keskittyad ydinalueisiin,

130



Mutanen FMSERA Journal 2(1) 2018

mutta kuitenkin tuomaan oppilaille kisitys oppiaineista nimenomaan tutkimuk-
sellisina aloina. Oppilaat oppivat ndkemddn, miten kokeellisessa tieteessd ede-
tddn ja miten matematiikka on kasvanut osaksi kokeellista tutkimusta. Geomet-
rinen analyysi tuo esiin kokeellisen tutkimuksen metodisen logiikan. Geometrian
ongelmanratkaisumenetelméa on olennaisesti samanlainen kuin kokeellisen tut-
kimuksen menetelmd (Hintikka, 1969). Geometrikko ei ldhde vain piirtamaan,
vaan hdn tutkii mallikuvion osien vilisid riippuvuussuhteita (Hintikka, 1969,
276).

Geometrinen analyysi toimii hyvin kokeellisen tieteen esimerkkind niin Descar-
tesin kuin Newtoninkin kohdalla eiké asia ole olennaisesti muuttunut. Kuitenkin
geometrisen analyysin perustana on vahva oletus: mallikuvioon on piirretty
kaikki olennaiset elementit, jolloin analyysi voidaan suorittaa loppuun. Descar-
tes piti tatd ongelmattomana ja hyvéksyttdviand asiana, jota ei tarvinnut tarkem-
min pohtia (Hintikka, 1969). Kuinka paljon tdllaista on tieteellisessd ajattelus-
samme. Monien luonnontieteilijpiden kannattama (maltillinen) instrumentalismi
on erds vastaus tdhdn ongelmaan: tarkasti ottaen tieteilijd tutkii ja tulkitsee mal-
leja, joiden suhde reaalimaailmaan jd4 avoimeksi (Matthews, 2014). Talloin kui-
tenkin joudumme kysymaédn luonnontieteen perusteita koskettavan kysymyk-
sen: eiko kuitenkin luonnontieteilijan paamaééara ole saavuttaa todenmukaista tie-
toa todellisuudesta? Tdhdn vastaaminen on kuitenkin toisen artikkelin teema.

LOPUKSI

Matematiikka on itsessddn kiehtova ja sovellutuksiltaan rikas oppiaine. Kaikilla
kouluasteilla matematiikan opetuksen keskeinen tavoite on saattaa oppilaat ym-
méartdimaan matematiikkaa ja matemaattista ajattelua. Tédtd voi toteuttaa keskit-
tymalld matematiikkaan itseensd ja/tai matematiikan sovellutuksiin. Kuitenkin
kaiken aikaa on pidettdva mielessd ymmarryksen kasvu eikd niinkddn teknisen
taituruuden hioutuminen tai lopullisen totuuden saavuttaminen ja siitd kiinni
pitdminen.

Artikkelissa on viitattu niin matematiikan merkityksellisyyteen kuin opetuksen
ja oppimisen dialogisuuteen. Artikkelissa on tuotu esiin ndiden monimerkityk-
sellisyys. Kuitenkin artikkelissa tuodaan esiin, ettd dialoginen menetelmé on re-
latiivinen oppijan tietotasoon ja tdssd merkityksessd oppilasldhtoistd. Artikke-
lissa argumentoidaan, ettd tdllainen dialoginen ldhestymistapa perustuu formaa-
lin logiikan sijaan episteemiseen logiikkaan. Konkreettisena esimerkkiné tuotiin
Platonin erittdin hieno dialogi Menon, jossa annetaan yksityiskohtainen kuvaus
menetelmdn soveltamisesta. Ndin my6s matematiikan henkilokohtainen merki-
tyksellisyys voi kasvaa. Artikkelissa viitataan myos alalla tapahtuvaan laajaan ja
monipuoliseen ajankohtaiseen keskusteluun.

Ei ole mitddn patenttiratkaisua, vaan opetuksessa ja tieteessd tulee edetd askel
askeleelta. Kysellen ja vastaillen. Kysymysten ja vastausten tehtdva on suunnata
ja ohjata oppimis- ja tutkimusprosessia kohti syvempé&a ymmarrysta. Tassd suh-
teessa tiede ja opiskelu noudattavat samankaltaista logiikkaa. Té&td ei voi tehda
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persoonattomasti, vaan kyse on toisen kohtaamisesta, dialogista. Niin opettami-
nen kuin oppiminen ovat vastuullisia tehtdvid. Kahden vastuullisen kohdatessa
voidaan kysellen ja vastaillen edetd kohti ymmarrystd. Opettajat ovat padsddan-
toisesti vastuullisia ja asiantuntevia henkil6itd, joten voimme olla asian suhteen
luottavaisin mielin.
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