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THVISTELMA: Thmisen toimintakykya maarittdvat hdnen taitonsa, samoin yksilén
matemaattista taitavuutta maéairittavat hdnen matemaattiset taitonsa. Siten on
erittdin tarkeda pohtia mitd matemaattiset taidot ovat. Pyrittdessa selkeyttdmaan
matemaattisten taitojen luonnetta, joudumme pohtimaan my6s matemaattisia tietoja.
Matemaattiset tiedot ja taidot kohtaavat matemaattisessa kdytdnndssa.
Matemaattista kaytdntod ei voi madrittdd tietdmattd tarkemmin kaytantoa
madrittavid seikkoja, joita ovat mm. siihen osallistuvat henkil6t, ymparistd ja
matemaattinen teema, jota tarkastellaan. Yleisesti voi luonnehtia matemaattisen
ongelmanratkaisun logiikkaa, analyysin ja synteesin menetelma. Konkreettisin
esimerkein voidaan antaa malleja, joiden johdattamina on mahdollista luoda
hedelmillisia kaytantoja. Artikkelissa tarkastellaan kahta esimerkkis, jotka
soveltuvat hyvin esiopetuksen matematiikan opetuksen suunnitteluun. Platonin
Menon kuvaa, miten oppimiskeskustelua voidaan ohjata, ja satataulun avulla
kuvataan, miten matematiikan perustietoja ja -taitoja on mahdollista oppia
havainnoiden.

Asiasanat: Matemaattinen taito, matemaattinen tieto, matematiikan kdytdntd,
analyysi

ABSTRACT: Skills function as foundation of human action competence. Just similarly
mathematical skills function as foundation of mathematical competence. So, it is
extraordinary important to specify the character of mathematical skills. However, in
the analysis of mathematical skills we face also mathematical knowledge.
Mathematical skills and mathematical knowledge meet each other in mathematical
practise. Mathematical practise can be specified only if the basic factors of the practise
are given which are persons participating into it, environment, and the mathematical
topic under study. In general, it is possible to characterize general logic of
mathematical problem solving which is the method of analysis and synthesis.
Concrete examples help to construct practises. In the article, the examples of Plato’s
Meno and “satataulu” are considered. These show how one can construct fruitful
mathematical dialog at the pre-primary education.

Keywords: mathematical skills, mathematical knowledge, mathematical practise,
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Johdanto

Matematiikan erityisluonne on tarkeaa huomioida. Erityisesti varhaiskasvatuksessa tama
on olennaisen tdrkedd, jotta voidaan luoda "pohjaa matemaattisen ajattelun
kehittymiselle ja matematiikan oppimiselle” (Opetushallitus, 2016, s. 36). Esiopetuksen
tavoitteet liittyvat "ihmisyyteen ja eettisesti vastuukykyiseen yhteiskunnan jasenyyteen”
(emt,, s. 13) kasvamiseen, joten matematiikan opetuksen ollakseen lapsen kasvua tukevaa
tulee kehittdd menetelmia aidosti dialogiseen suuntaan. Matematiikka ei tarkastele
reaalisen maailman tiettyja tosiasiallisia ilmi6itd samalla tavoin kuin fysiikka, biologia tai
historia. Tallaiset ns. reaaliaineet tarkastelevat niille ominaisia reaalistodellisuuden
puolia. Matematiikka tarkastelee ihmisten tekemaa kasitteellista todellisuutta, mika tekee
siitd abstraktia. Tdma on yhtdalta selva ja ilmeinen asia: ei yhteenlaskua tai kertolaskua
16ydy todellisuudesta. Kuitenkin tdma on toisaalta vaikea asia: matematiikan lukuisat
sovellutukset saattavat ilmentid matematiikan muistuttavan reaaliaineita, vaikkakin
olevan abstraktimpi, kuten esimerkiksi Russell (1919) tuo esiin.

Matematiikkaan suhtaudutaan varsin kaksijakoisesti (Liuttu & Pasanen, 2015; Vdisanen,
2017). Ei ole selvad, mista tdllainen johtuu. Kuitenkin matematiikkaan suhtaudutaan aina
kauhusta ihastukseen, mihin opettajan persoonallisuus voi vaikuttaa voimakkaasti
(Lehtinen ym. 2019). Toisaalta matematiikan opetukseen liittyy piirteita, jotka
korostavat matematiikan erityisluontoisuutta. Santaharjun (2016) uutiseen haastateltu
Tossavainen luonnehtii tata hyvin todetessaan, ettei sinillad ja kosinilla "ole valtaosalle
kansaa tuon taivaallisen merkitystd, vaikka niitd ylakoululaisten padhdn enemman tai
vahemman huonolla menestykselld tahkotaankin”. Lisdksi hdn vahventaa sanomistaa
toteamalla, ettei hdan "niitd arjen hallintaan ole tarvinnut”. Tietysti tima jalkimmainen
riippuu osin siitd, millainen henkilon arki on.

Matematiikka jaa helposti arkielamadlle vieraaksi. Kuitenkaan esimerkiksi historian
merkitysta arkielaman kannalta ei arvioida samalla tavoin kuin matematiikan merkitysta.
Taman artikkelin keskeinen tavoite on tarkastella matematiikkaa sisall6llisena
padttelyna. Esimerkit, joita artikkelissa tarkastellaan, soveltuvat nimenomaan
varhaiskasvatukseen ja peruskoulun alaluokille. Tatd teemaa on tarkasteltu tassa
lehdessa eri nakokulmista esimerkiksi Bjorklundin (2015), Monosen, Aunion ja Koposen
(2014), Vaisasen ja Aunion (2014) seka Parviaisen (2019) artikkeleissa. Tassa
artikkelissa nojaudutaan paljon Parviaisen (2019) artikkeliin, mutta kiinnostavia
yhteyksia l0ytyy my6s muihin mainittuihin artikkeleihin.
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Matemaattinen taito

Parviainen (2019) tarkastelee matemaattisia taitoja osana inhimillisia taitoja, mika tekee
hanen lahestymistapansa erittdin hedelmalliseksi. Yksilon aidon kansalaisuuden ehtona
on tietyn sivistystason omaaminen, joka pitdd sisdllddan my6s matemaattisia taitoja.
Tallainen luonnehdinta ei viittaa joihinkin tiettyihin koulumatematiikan osa-alueiden
hallintaan, vaan tiettyihin yleisiin matemaattisiin taitoihin.

Parviainen (2019) nimeaa kolme erilaista yleistd matemaattista taitoa: numeeriset taidot,
avaruuden hahmottamisen taidot sekd matemaattisen ajattelun ja paattelyn taidot. Se,
ettd Parviainen puhuu nimenomaan taidoista (skills), on tarkedd. Matemaattiset taidot
ovat seka kasitteellisia ettd proseduraalisia, mika tulee hyvin esiin Parviaisen (2019, s.
166) luonnehdinnasta. Kuitenkin kukin taito voi olla enemman tai vidhemman kasite- tai
teoriapitoinen. Perustaitoina niiltd ei edellytetd raskasta kisitteellistd tai teoreettista
perustaa. Siten myos ndiden taitojen kehittyminen on asteittaista, joka alkaa varsin
nuorena (emt., s. 163).

Parviaisen (2019) artikkeliin nojautuen voidaan havaita seuraavaa. Numeeriset taidot
perustuvat ei-formaaliin ja formaaliin numeeriseen kasitykseen, jossa yksilon kyky
hahmottaa maaria (kardinaalit) ja jarjestysta (ordinaalit)!, on olennaista. Matematiikan
opetuksessa nama perustaidot ovat kaiken aikaa lasna, mutta koulumatematiikassa niita
ei erityisesti huomioida. Numeeriset taidot konkretisoituvat koulumatematiikassa
laskentoon, joka on luontevilla tavoilla kytkeytynyt matemaattisen ajattelun ja paattelyn
taitoihin. Usein koulumatematiikasta jaa koululaisille kuva, ettd juuri laskento on
keskeisin asia.

Avaruuden hahmottamisen taidot pitdvat sisdllian laajan Kkirjon avaruuden
hahmotuskykyja pitden sisdllidn myos ajanhahmotuksen kyvyn. Kyky poikkeaa
numeerista taidoista siing, ettd kyse on pitkalle laadullisista teemoista, joihin liittyvat
taidot ovat luonteeltaan analyyttisia. Nain matemaattiseen paattelyyn tulee mukaan
vahva analyyttinen piirre. Se, miten tima tulee huomioiduksi laajemmin, on olennaista
niin matematiikan kuin opetuksen kannalta. (Parviainen, 2019.)

Parviainen (2019) muotoilee matemaattisen ajattelun ja paattelyn taidot, jotka kytkevat
edelld olevat numeeriset taidot ja avaruuden hahmottamisen taidot yhteen. Talla kohdin
Parviainen tuo esiin erityisen kiinnostavia piirteitdi matematiikan luonteesta.

1 Naiden madritelmist3, ks. Russell (1903, s. 111, 239).
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Matemaattisen ajattelun ja paattelyn taidot eivit ole tietty formaali paattelyproseduuri,
vaan matematiikkaan luonnehtiva rationaliteetti, joka Kkytkeytyy eri tavoin eri
matematiikan osa-alueisiin (Parviainen, 2019, s. 177). Matemaattisen ajattelun ja
paattelyn taidoissa formaali paattely (matemaattis-looginen paattely) on vain tietty osa
kokonaisuudesta. Oppikirjoissa matemaattis-looginen paattely painottuu tehtivien
ratkaisussa. Kuitenkin esimerkiksi geometriassa, joka voidaan rakentaa myds puhtaan
aksiomaattisesti (Nevanlinna, 1973), painottuvat formaalin paattelyn sijaan ne piirteet,
joita Parviainen (2019) kutsuu matemaattiseksi paattelyksi ja analyyttiseksi ajatteluksi.

Laaja kdsitys matemaattisen ajattelun ja padattelyn taidoista tekee oikeutta
matematiikalle. On selvda, ettd aritmeettiseen ja geometriseen paattelyyn liittyy niille
ominaisia piirteitd. Laskentaan liittyvd numeerinen kalkylointi on esimerkki
algoritmisesta ajattelusta, jota koulussa opittavat laskusaannot ilmentavat. Geometriaan
liittyva kuvioiden piirtiminen ja niista havainnointi puolestaan ovat luonteeltaan kuvion
analyysin kautta tapahtuvaa (laadullista) paattelyd. Kuitenkin nditd yhdistaa tietty
strateginen orientaatio. (Hintikka & Remes, 1974; Parviainen, 2019.)

Matemaattinen taito ei ole vain kykya kasata matemaattisia tosiasioita, vaan strategisesti
jasentynyt kasitteellisen ja algoritmisen ajattelun kokonaisuus. Parviainen (2019) tuo
tdman strategisuuden esiin painottamalla ongelmanratkaisustrategioita. Strategiat ovat
tiedon rakentumista ohjaavia periaatteita. Ongelmanratkaisustrategiat ovat kiinnostava
strategisen tiedon luokka (Hintikka & Remes, 1974; Niiniluoto, 2018). Siten
matemaattisessa tiedonhankinnassa olennaista on strateginen ongelmanratkaisutaito.

Matemaattista tiedonhankintaprosessi on strateginen prosessi, joten on hedelmallista
lyhyesti tarkastella strategisen taidon luonnetta. Edella on viitattu Hintikan ja Remeksen
(1974) seka Niiniluodon (2018) kirjoihin, joissa molemmissa tarkastellaan analyysin ja
synteesin menetelmas, jossa on Kkyse strategisen analyysin ja loogisen synteesin
vuorotteluun perustuvasta tiedonrakentamisesta.

Kirjallisuudessa tuskin on yhta selkedsti ja hauskasti esitettya esimerkkia kuin Platonin
(1978) dialogissa Menon esitetty matemaattisen tiedon rakentumisprosessin kuvaus.
Tieto rakentuu Sokrateen ja orjapojan valisessa strategisessa keskustelussa. Esimerkissa
tulee hyvin esiin, miten kasitteellinen ja proseduraalinen tieto sekd numeerinen ja
avaruudellinen tieto kohtaavat ja yhdistyvat ymmarrykseksi.2

2 Tarkemmin ks. Hintikka ja Bachman (1991, s. 21-27).
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Sokrates ohjaa orjapojan kanssa kiaymaddnsa keskustelua. Han aloittaa sanomalla
”Sanohan poika, tiedatko, ettd tdma kuvio on nelié?” (Menon 82b). Tassa tarkoitus on
luoda yhteistd kasiteellistda perustaa. Siten tulee varmistaa, ettd kaikki ymmartavat
samalla tavoin peruskasitteet. Keskustelu etenee siten, ettd orjapoika myontaa tietdvansa
ja Sokrates jatkaa tdsmentamalld, ettd "Nelio on siis kuvio, jossa on nelja samanmittaista
sivua, nama tassa?” (Menon 82c), jonka orjapoika myods myontdd. Ndin kasitteellinen
ymmarrys syvenee. Keskustelu ei ole vain lingvististd, vaan keskustelussa kdytetdan asian
kasitteellistdimisen my0s piirroksia. Sanallisen keskustelun ja piirrosten avulla yhteinen
kasitys hiljalleen rakentuu. Keskustelussa rakennetaan tieto askel askeleelta: esimerkiksi
peruskysymyksen jarkevyys3 osoitetaan piirtdmalld, miten sivujen puolittajien avulla
saadaan jaettua nelio neljaksi yhtd suureksi nelioksi.

Tietoa etsittdessa on tarkeaa tietaa sekd miti tiedetaan ettd mita ei tiedeta, kuten Sokrates
(84a-b) tuo esiin sanomalla, ettd "nyt hdn sitd vastoin on selvilla tietdmattomyydestaan
eikd enda luule tietdvansg, kun ei kerran tieda” ja jatkaa, ettd "hanelld on nyt parempi ote
sithen asiaan, jota hdn ei tiedd”. Ymmarrys edellyttaa seka kasitteellista tietoa ("nelié on
siis kuvio, jossa on nelja samanmittaista sivua”, Menon 82c) ettd laskennallista tietoa
("Eiko se ole nelja kertaa niin suuri? (...) Onko nelja kertaa niin suuri kaksinkertainen?”,
Menon 83b). Tama tulee selkeasti esiin Menonissa esiintyvassa keskustelussa.

Tiedon rakentamisessa oppijalla tulee olla aktiivinen rooli. Menonissa orjapoika esittaa
Sokrateelle omia kisityksiddn, joiden analyysin kautta keskustelu etenee. Esimerkiksi
orjapoika esittad, ettd tuplaamalla sivu saadaan etsitty nelié. Tata ehdotusta ryhdytaan
yhdessa tarkastelemaan, jolloin piirros osoittaa, ettda ehdotettu ratkaisu ei ole oikea, vaan
kaksinkertainen etsittyyn ndahden. Loytddkseen etsityn vastauksen tulee huomata, etta
piirtdmalla viiva nelion kulmasta kulmaan (Menon 85a), jota kutsutaan lavistajaksi,
saadaan puolitettua nelid. Siten kuviosta huomataan, ettd piirtimadlla orjapojan
ehdottamaan kuvioon apukuvina nelja alkuperaistd neliota ja kullekin naista lavistaja
siten, ettd kuvioon muodostuu nelio, jonka sivuina nama lavistdjat ovat. Kuviosta ndkee,
ettd ndin saadaan etsitty neli6. Siten vastauksena saadaan, ettd halutessamme
kaksinkertaistaa nelion pinta-ala, tulee piirtaa neli, jonka sivun pituus on alkuperaisen
nelion lavistaja. (Tuloksen merkityksestd, ks. Hintikka & Bachman, 1991; Russell, 1919, s.
4)

Tama esimerkki on kiinnostava monessa mielessa. Yhtdalta olennaista on strateginen
etsintda sokraattisen kyselymenetelmdn ohjaamana. Toisaalta on olennaista kuvioiden
rooli paattelyprosessissa. Dialogissa esiintyvan paattelyn seuraaminen ilman, ettd itse

3 Kysymys on jarkevd, jos sille on olemassa vastaus (ks. Hintikka & Bachman 1991).
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piirtaa kuvat nakyviin, on erittdin vaikeaa. Ratkaisu edellyttda myos kvantitatiivista tietoa
lisddvaa numeerista paattelya. Ndin havaitaan, ettd eri matematiikan tiedon lajit
yhdistyvdat matemaattisessa paaittelyssa ja ongelmanratkaisussa (Parviainen, 2019, s.
178).

Matemaattinen tieto

Matematiikka mielletddan usein formaaliksi aineeksi, jossa luvut, kaavat ja tehtdvan
ratkaisu ovat keskeisessa roolissa (Joutsenlahti & Tossavainen, 2018). On oikeastaan
tarked tarkastella, miten luvut, kaavat ja tehtdvien ratkaisut muotoutuvat osaksi
matematiikkaa. Edelld oleva Sokrateen ja orjapojan keskustelu tuo esiin monia
kiinnostavia puolia, mutta oppikirjoissa ei keskustelevuus juuri ndy; tosin Platonin
Menonissa esittama elava keskustelu tuskin on mahdollista ja
tarkoituksenmukaistakaan. 4 Tarkastellaan toista esimerkkid, jonka avulla saamme
kuvan tasta kasillimme olevasta teemasta. Matematiikan varhaiskasvatukseen kuuluu
yleisesti ns. satataulu, jossa on esitettyna luvut 1, 2, 3, ..., 100 (ks. kuvio 1).

11[12|13|14|15|16|17[18|19| 20
21(22(23|24|25(26|27(28|29| 30
31(32(33(34|35|36(37|38(39/ 40
41|42 |43 |44 |45 |46 (4748|4950
51(52|53|54|55|56 57|58 |59 | 60
61|62 (63|64 |65|66(67|68|69 |70
71(72|73|74|75|76|77|78 |79 80
81(82|83(84 (85 86|87|88(89 |90
91|92(93(94|95|96|97|98 |99 [100

Kuvio 1 Satataulu®

4 Platon esitti kritiikkindan kirjoitetulle tekstille sen, etta se ei tuo esiin keskustelevaa puolta,
mika tassa meilldakin on kasilla.

5 Taulu on LUMA-keskuksen sivuilta (https://ouluma.fi/2012/10/satataulu-paketti/).
LUMA-keskuksen sivuilla on tehtavia, joiden avulla voi ldhted tutustumaan satatauluun osana
opetusta.

Mutanen.
Journal of Early Childhood Education Research 10(2) 2021,165-179. http://jecer.org/fi


http://jecer.org/fi

171

Tama yksinkertainen kuva on erittdin kiehtova: mitd kaikkea siitd voikaan ndhdd!
Yhtaalta satataulusta nakee vain katsomalla, miten lukujen jdrjestys muotoutuu 1, 2, 3, 4,
..., 10, ja uusirivi ja jarjestys jatkuu 11, 12, 13, .... Ndin voidaan jatkaa aina sataan saakka.
Tastd ei nde eroa jarjestystd merkitsevan jarjestysluvun ja maarda ilmaisevan
kardinaaliluvun vélilli. (Ks. Russell, 1919, s. 11, 195.) Airellisten lukujen kohdalla tima
ei olekaan ndkyvissd, vaan kisitteellisend erotteluna se tulee tietdd. Toki monissa
kaytannon tilanteissa teemme erottelun esimerkiksi sanoessamme, etta X oli kilpailussa
4. tai ettd kilpailussa oli 15 osallistujaa. Merkintdtapa osoittaa, kummasta on kyse: piste
lukumerkin perdssa ilmaisee, ettda kyseessa on jarjestysluku.

Satataulusta ndkee yhteenlaskun muotoutumisen. 1+1=2, 1+2=3, jne., mikd on samalla
myos loogisesti oivallinen tapa ndhda yhteenlaskun maarittyminen (Cutland, 1980, s. 17;
Miettinen, 1995, s. 90; Russell, 1919). Satataulun vahvuus havainnollistajana tulee hyvin
esiin, kun siirrytaan riveista sarakkeisiin. Talloin ndhdaan heti, miten lukuun lisataan 10:
1+10=11, 2+10=12, ... ja samoin kun lukuun lisitaan 20, 30, ... Naitd yhdistamalla
havaitsemme lisaa kiinnostavia laskentaan liittyvia seikkoja. Lisdksi lavistdjat tuovat lisaa
kiinnostavia asioita nakyviin. Samalla tavoin voidaan oppia ndkemadan myos kertotaulun
muotoutuminen. Tama antaa hyvdn kuvan, miten 10-kantajdrjestelma rakentuu.
Satataulun rikkaus liittyy siihen, ettd monet lukujarjestelmdmme perusominaisuudet
ovat ndhtdvissd. Opetuksessa on hyva tuoda mukaan myo6s laskusaannot, jotka ilmaisevat
havaittuja ominaisuuksia.6 Talloin laskusdaannot tulevat luontevalla tavalla tulkituiksi -
eikd niita siten tarvitse opetella ulkoa. Talléin keskustelu voi edetd, kuten edella
kuvatussa Menon-esimerkissd, havaintojen saattelemana, joten keskustelu voisi sujua
luontevalla tavalla ilman, etta tarvitsisi valttaa tai hylata yllattavia kysymyksia (Gaspard
& Gainsburg, 2020).

Satataulusta voidaan havaita, ettd jokainen kymmen alkaa luvusta 1. Siten esimerkiksi nyt
vuonna 2021 elamme ensimmadista vuotta kolmatta vuosikymmenta talla
vuosituhannella. Satataulua katsoessa ei voi olla miettimattd, mita on tapahtunut nollalle,
tuolle niin tarkealle pienelle luvulle. Pienia ei saisi sorsia! Nolla on tarkea luku itsessdan;
se on tarkea yhteenlaskussa, mutta kertolaskussa sen rooli on olennainen, mutta varsin
kummallinen. Jos nolla otetaan mukaan, niin sen tulisi sijaita ensimmaisessd ruudussa,
joten moni asia muuttuisi; esimerkiksi satataulu olisikin satayksitaulu, ellei taulua
padtettdisi lukuun 99, mika toisi ndkyviin monia olennaisia matemaattisia piirteita.
Esimerkiksi tadlloin havaitsisimme taulusta, ettd jokaisen rivin viimeisen luvun

6 Voisimme my0s sanoa, ettd laskusadnnot representoivat havaittuja sédnnénmukaisuuksia.
Laskusaannot mahdollistavat symbolimanipulaatiolla tehda sen, mité satataulusta havaitaan.
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numeromerkinta paattyy numeromerkkiin 9 ja seuraavalla rivilla kymmenia ilmaisemaan
numeromerkkiin lisatdan yksi. Siten helposti ndkee, ettd esimerkiksi laskussa 9+1
siirrytdan uudelle kymmenluvulle, joka on kymmenjarjestelmén olennainen piirre. Tama
ei tule kuvassa olevasta satataulusta selkedsti nakyviin, vaikka onkin siitd helposti
paateltavissa. Esimerkiksi kiinalaisessa helmitaulussa tallaiset kymmenjarjestelman
laskentaan liittyvat rakenteelliset piirteet ovat selkedasti ja luontevasti esitettyina (Popotis
& Konstatinos, 2019).

Nollasta alkavan satataulun viimeisen luvun 99 kohdalla voi yhdessa pohtia, mikd on
seuraava luku, jolloin havaitaan, ettd joudutaan ensimmaiseen kolminumeroiseen lukuun
100, joka ei luontevasti kuulu satatauluun, vaan se aloittaa uuden taulun, jota tulisi kutsua
tuhattauluksi, joka on rakenteeltaan satataulua monimutkaisempi. Esimerkiksi siina
jokaisella rivilla esiintyy satataulu. Nadin tulee selvasti ndkyviin lukujen rakenteellinen
piirre, jota kutsutaan ordinaaliksi (Rogers, 1967, s. 219). Lisdksi havaitsemme
tuhattaulusta, ettd voimme jdrjestdda satataulun yhdelle riville, jolla esiintyy kaikki
satataulun ominaisuudet, mikd tuo esiin erddn perusajatuksen Turingin (1936)
ihmislaskennan analyysistd. Turingin muotoilu on erittdin abstrakti, mutta se on
osoittautunut seka teoreettisesti ettd kdytdannollisesti erittdin hedelmalliseksi. Tallainen
erilaisten merkintdtapojen tiedostaminen antaa opettajalle horisonttia keskustelun
johdatteluun. Lienee selvai, ettd keskustelun tulee edetd rauhassa lasten tiedon
rakentumisen tahtiin.

Opettajan on hyva tietda, ettd ndin harjoittelemalla ndhdddn matematiikan keskeisia
piirteitd. Matematiikkaa voi ndhda ja tehda ilman raskasta matemaattista symboliikkaa.
Tuhattaulusta voidaan monet seikat havaita suoraan samalla tavoin kuin satataulusta.
Kuitenkin tuhattaulun kompleksisuus tekee sen, etta monet siita tehtavat havainnot ovat
epdsuoria ja teoriapitoisia (Mutanen & Halonen, 2018). Edelleen on hyva huomata, etta
edelld oleva kertoo matematiikasta paljon: matematiikassa ei ole niinkddn kyse
absoluuttisesta totuudesta, kuin asioiden johdonmukaisesta ja tdsmallisesta
valaisemisesta. Tama tulee esiin Parviaisen (2019) mallissa, jossa luonnehditaan
matemaattisesta ajattelua ja paattelyn taitoa.

Nyt voimme ymmartaa, ettd matematiikan peruskasitteet, kuten luvut ja geometriset
kuviot, muodostavat kasitteellisen perustan, joiden varaan rakentuu matematiikan
kasitteellinen rakenne. Tatd koskevaa tietoa voidaan kutsua kasitteelliseksi tiedoksi
(Joutsenlahti & Tossavainen, 2018). Matematiikka ei ole vain tietoa kisitteellisestd
rakenteesta ja sen ominaisuuksista, vaan taitoa laskea ja ratkoa matemaattisia ongelmia.
Tallaista ongelmanratkaisutaitoa kutsutaan proseduraaliseksi tiedoksi (emt.).
Kuitenkaan ei ole riittdvaa, ettd tiedetdan kasitteellinen rakenne ja ettd tiedetddn
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ongelmanratkaisumenetelmia. Lisdksi tarvitaan tietoa, joka ohjaa ongelmien jasennys- ja
ratkaisuprosesseja. Tallaista ohjaavaa tietoa kutsutaan strategiseksi tiedoksi (emt.).

Tiedon ja toiminnan suhde ei ole kuitenkaan selva tai ongelmaton. Se, ettd henkil6 tietaa
jotain, ei valttdmatta saa hanta toimimaan. Kuitenkin on selvaa, etta tiedon ja toiminnan
valilla on yhteys. Mutta millainen tdma yhteys oikein on? Toiminta kytkeytyy taitoihin.
Siten matematiikkaa tehtdessd nimenomaan taidoilla on keskeinen merkitys. Kuitenkin
matemaattiset taidot ovat kasite- ja teoriapitoisia. (Parviainen, 2019.)

Erds olennainen ero taidossa ja tiedossa liittyy ensimmdisen dynaamisuuteen ja
jalkimmaisen staattisuuteen. Vaikka tieddn, miten ongelma ratkaistaan, en valttamatta
ryhdy sita ratkaisemaan: ei ole valttamatontd, ettd edes osaisin ratkaista sitd. Voin tietag,
miten jokin asia tehddan, vaikkapa miten hyppyrimdaesta hypatdan, mutta en kuitenkaan
kykenisi tekemaan kyseista asiaa. Proseduraalinen taito liittyy ongelmien ratkaisemiseen
ja proseduraalinen tieto niihin algoritmeihin, joilla ongelmia ratkaistaan. Siten
matemaattiset taidot toteuttavat matemaattisen tiedon. Laskettavuuden teoriassa
kasitelladn algoritmeja koskevaa tietoa, mutta kyse ei ole algoritmisesta ajattelusta, vaan
sen taustalla olevien algoritmien luonteen tarkastelusta (Rogers, 1967).

Matemaattinen kdytianto

Matemaattinen tieto on tarkea tavoite matematiikan opiskelussa. Kuitenkaan pelkka tieto
ei riitd. Tulee osata muotoilla ja ratkoa matemaattisia ongelmia; tulla taitavaksi
matematiikassa. Tahan padstdkseen tulee harjaantua tekemadlld matematiikkaa.
Matematiikkaa tehddan matematiikan kaytdnnossa, joka on luonteeltaan konstruktiivista.
Konstruktiot tehdaan kasitteellisesti eli luonnollisen kielen, symbolikielen ja kuvien
avulla. Konstruktiot johdattavat tietdmattomyydesta tietoon. Kuten edella kuvatusta
Menon-esimerkistd havaitaan matematiikan oppiminen voi luontevasti tapahtua
konstruktiivisena keskusteluna.

Kitcher (1986, s. 229) maarittad matemaattisen kdytidnnon viiden parametrin avulla.
Matematiikka on aina myds symbolista, joten kieli on olennainen osa matematiikan
kaytantoa. Kieli ei kuitenkaan rajoitu matemaattiseen formalismiin, vaan siihen kuuluu
myo6s luonnollinen kieli sekd kuvia ja muita ilmaisuja (Priest ym., 2018). Edelleen
matematiikan kdytantéon kuuluu yleinen kasitys matematiikasta, jota Kitcher (1986)
kutsuu metamatemaattiseksi ndakemykseksi. Kitcherin mukaan matematiikan kdytantéon
kuuluu edellisten lisdksi vield tietty joukko lauseita, jotka on hyvaksytty osaksi
matematiikkaa. Koulumatematiikassa tdma saa joskus dogmaattisia piirteitd opettajan
vaatiessa ilman mitdan perusteluja, ja mahdollisesti viela sallimatta keskustelua asiasta,
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joidenkin tiettyjen merkintdtapojen kdyttéd. On selvaa, ettd matematiikan kdytdntoon
kuuluu paattelya, kuten Parviainen (2019) tuo selkeasti esiin.

Edelld luonnehdittu Kitcherin (1986) tulkinta matemaattisesta kdytdnnostd on siina
mielessd Kkiinnostava, ettd siind matematiikan kdytdntdé rinnastuu muuhun
intellektuaaliseen kaytdntoon. Kitcerin tarkastelu on luonteeltaan tieteenfilosofinen,
joten hian kykenee tuomaan esiin rakenteellista samankaltaisuutta matematiikassa ja
tieteessd. Kuitenkin matematiikan kdytantéd voi madrittdd esimerkiksi spesifisti
matematiikan kaytintona (Parvianen, 2019; Wang, 1986) tai osana laajempaa
kulttuurista kdytantoa (Radford, 2011; Wider, 1986). Spesifisti matematiikan kaytantona
tarkasteltaessa huomio kiinnittyy nimenomaan matematiikan erityispiirteiden
luonnehdintaan (Parviainen, 2019). Jalkimmainen tuo esiin matematiikan opetuksen
osana laajempaa keskustelevaa perinnetta (Radford, 2011).

Edella olevassa Menon-esimerkissa Sokrateen ja orjapojan valinen keskustelu ilmentda
monia Kkiinnostavia matematiikan kaytannon piirteitd. Matemaattinen ymmarrys
rakentuu sekad kasitteellisen tiedon ettd proseduraalisen (tai laskennallisen) tiedon
varaan. Strateginen tieto ohjaa koko prosessia. Satataulu avaa varhaiskasvatuksen
opettajalle ja luokanopettajalle samanlaisen avoimen tilanteen kuin Sokrateella on
aloittaessaan keskustelunsa orjapojan kanssa. Keskustelua ohjatessaan opettajan
kannattanee luottaa lasten innokkuuteen, sillA “"rakkaimmat muistomme
kouluvuosiltamme koskevat hetkia, jolloin ajattelimme itse - emmeka tietenkaan
koulutusjarjestelman ansiosta vaan siitd huolimatta” (Lipman, 2019, s. 13). Ohjaavina
periaatteina tulee pitda Lipmanin (2019, s. 241) tiedollisen keskustelun megakriteereja,
jotka antavat tiedollisen, eettisen ja esteettisen relevanssin kriteeriston keskustelulle.

Lippman (2019, s. 116) painottaa nimenomaan sisallollistd ajattelua - omien ideoiden
kehittelya. Tallainen edellyttdaa tutkivan asenteen herattamista ja yllapitamistd, jota voi
yllapitda strategisilla kysymyssarjoilla, jotka yhdessa tuottavat ymmarrysta (Hintikka
ym., 2002). Esimerkiksi ei kysytd tiettyd asiaa satataulusta, vaan johdatellaan lapset
pienten kysymyssarjojen avulla lopulta ndkemaan yleisia matemaattisia faktoja, joita
lapset ovat taitavia loytamaan. Etsintd edellyttda, etta lasten tulee olla keskeisessa
roolissa kysymysten muotoilijoina. Ndin saavutetaan kriittista ajattelua, "joka (1) edistaa
arvostelukykya koska se (2) tukeutuu kriteereihin, (3) on itsedian korjaavaa ja (4)
kontekstille herkkaa” (Lipman, 2019, s. 238).

Mutanen.
Journal of Early Childhood Education Research 10(2) 2021, 165-179. http://jecer.org/fi



http://jecer.org/fi

175

Tilanteen jasennys ja matemaattinen symbolismi

Megakriteerit luonnehtivat strategisesti mihin matemaattisen tiedon tavoittelussa tulisi
pyrkia. Strategisen tiedon tulisi ohjata konkreettista ja kdytannollista matemaattista
ajattelua. Joutsenlahti ja Tossavainen (2018, s. 410) luonnehtivat strategista
matemaattista ajattelua seuraavalla tavalla: "Matemaattisella ajattelulla tarkoitetaan
tassa yhteydessa matemaattisen tiedon (konseptuaalisen, proseduraalisen tai strategisen
tiedon) prosessointia, jota ohjaavat ajattelijan metakognitiot.” Metakognitioilla
tarkoitetaan metamatemaattisia ajattelutapoja. Matemaattinen ajattelu on strategista,
jossa yleisilla rationaalisilla kriteereilla on konstitutiivinen rooli (Lipman, 2019, s. 270,
289).

Edella Menon-esimerkki kuvaa geometrisen ymmarryksen rakentumista strategisesti
ohjatussa kasitteellisen ja laskennallisen tiedon vuoropuhelussa. Annettu tehtdva
motivoidaan informatiivisin piirroksin (ks. Hintikka & Bachman, 1991, s. 23). Keskustelu
etenee annetun tehtdvan analyysilld siten, ettd askel askeleelta edetddn ratkaisuun.
Kuvilla on eri tehtdvia argumentaatiossa, jota ei aina ole helppoa tunnistaa. (Priest ym.,
2018; Zimmermann & Cunningham, 1991.) Tallainen analyysin ja Kkasitteellis-
laskennallisen jasennyksen vuoropuhelu tunnetaan yleisemmin analyysin ja synteesin
menetelmana (Hintikka & Remes, 1974; Niiniluoto, 2018).

Analyysin ja synteesin menetelman juuret ulottuvat antiikin geometriaan, joten edella
oleva Menon-esimerkki on erinomainen seka sisallollisesti etta historiallisesti. Niiniluoto
(1990, s. 155) erottelee teoreettisen analyysin (todistuksen etsiminen) ja
problemaattisen analyysin (ongelman ratkaisu). Analyysi lahtee liikkeelle tavoitellusta
lopputukoksesta ja etenee siitd askel askeleelta tehtavan edellytyksiin. Pappus kuvaa
analyysia seuraavalla tavalla: "Analyysi on menetelm3, jossa oletetaan annetuksi se, mita
etsitdan, ja siitd lahtien siirrytadn sen seurannaisista jarjestyksessa toisiin seurannaisiin,
kunnes saavutaan siihen, mika on annettu synteesin tuloksena. Silla analyysissa etsitty
asia oletetaan jo suoritetuksi ja tutkitaan, mista se syntyy, ja edelleen, mika taman syyna
vuorostaan on, ja niin edelleen, kunnes taaksepain kulkien saavumme johonkin joka jo
tunnetaan ...” (lainaus teoksesta Hintikka, 1969, s. 275). Analyysi on sisall6llista paattelya,
joka auttaa ymmartamaan mistd annetussa tehtavassa on kyse, jonka jalkeen suoritetaan
synteesi, joka antaa formaalin todistuksen. Sisallollinen paattely on vain implisiittisesti
formaalissa todistuksessa (synteesi) nadkyvissd, silla tarvittavat konstruktiot ovat
suoritettu jo analyysivaiheessa.

Olennaista on, ettd matemaattisen (ja muunkin) tehtdvan ratkaisemiseksi tulee ratkaisua
lahted etsimdan analysoimalla ongelmatilannetta. Analyysissa eksplikoidaan ongelmaa
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jasentavat perustavat tekijat (kasitteellinen tieto) ja ndiden keskindissuhteet
(proseduraalinen tieto). Edelleen analyysi tulee olla strategisesti ohjattua (strateginen
tieto). (Joutsenlahti & Tossavainen, 2018.) Satataulu tarjoaa opettajalle erinomaisen
matemaattisen ajattelun harjoittelualustan, joka tuo matematiikkaan konkreettista
sisaltoa. Tallainen mahdollistaa valttimaan ns. kaavataudin, joka on yhta turmiollinen
matematiikassa kuin fysiikassakin (Kurki-Suonio & Kurki-Suonio, 1994).

Analyysi on siind merkityksessa luovaa, ettei ole olemassa (mekaanista) menetelmas, jota
noudattamalla olisi mahdollista 16ytdaa kullekin ongelmatyypille ratkaisut (Hintikka,
1969). Tama on opettajien hyva pitaa mielessd, sillda tima on aidosti keskustelevaa ja
hedelmallisid ongelman jasennyksia etsivda toimintaa. Siten esimerkiksi pohdittaessa
satataulua, on hyva antaa mielikuvituksen vaellella vapaasti. Lisdksi on hyvd huomata,
ettd vaikka synteesi on (usein) muotoiltu symbolisesti niin meilld ei ole yleista
ratkaisumenetelmda matematiikalle (Miettinen, 1995, s. 22, 96-97).

Nain voidaan ymmartda, miten satataulua voidaan kdyttda opetuksessa apuna. Lapset
voivat analysoimalla satataulua nahda lukujen ominaisuuksia, yhteen- ja kertolaskun
systemaattisen rakentumisen. Ndin myds kymmenjarjestelmédn keskeiset ominaisuudet
tulevat konkreettisiksi ja siten helposti ldhestyttaviksi. Vaikka Menon-esimerkkia voi
kdyttad mallina, niin keskustelun tulee olla eldvaa ja tilannesidonnaista. Joka tapauksessa
lapsilla tulee tassa olla oma aktiivinen rooli, jolloin symbolisen ja kalkylatiivisen tiedon
rooli tulee suhteuttaa lasten taitoihin ja tietoihin. (Parviainen, 2019).

Loppusanat

Opettajan tulee rohkaista lapsia etsimdan ja kysymaan, jolloin lapsi voi l6ytaa ja nahda
kiinnostavia matemaattisia asioita. Matematiikan symbolismi on tapa ilmaista
matemaattisia asioita, joita analyysi on tuonut esiin. Kyselemalld etsiminen tuo esiin sen,
mistd matematiikassa on lopulta kyse. Matematiikka on parhaimmillaan luovuutta ja
mielikuvitusta ruokkivaa.

Matematiikan opetuksessa on hyva luoda kiinnostusta ja rohkeutta matematiikkaa
kohtaan, mika tukee myo6s lapsen tasapainoisen identiteetin kehittymista (Opetushallitus,
2016, s. 13). Satataulu voi toimia moni-ilmeisen keskustelun pohjana, joka ilmentaa
matematiikan keskeisimpia puolia. Samalla voidaan tuoda esiin, miksi matematiikan
symbolismia tarvitaan. Téallainen voi samalla tuoda esiin matematiikan kiehtovaa
visuaalista puolta.
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Matematiikan opetus on hyva aloittaa mahdollisimman varhaisessa vaiheessa; aloitus on
hyva tehda jo esiopetuksessa (Mononen ym., 2014; Parviainen, 2019). Talléin tietenkin
tulee huomioida eritysesti lasten kehitystaso. Matemaattisten taitojen painotus tukee
matematiikan opetusta kaikilla tasoilla. Kuitenkin matemaattisten sisaltdéjen kannalta
analyysin menetelmd tuo mukanaan vivahteita, joilla matemaattisten taitojen
kehittaminen voi tulla osaksi luokan keskustelevaa opiskelua, jolloin opettajan toiminta
innoittajana voi toteutua (Bjorklund, 2015).

Matemaattiseen paattelyyn ja ajatteluun liittyy myds symbolinen puoli. Kuitenkaan
matematiikkaa ei tule ymmartaa vain symbolien manipulaationa. Symboleja kdytettdessa
tulee ymmartaa, mitd symbolein halutaan ilmaista, mita symbolit tarkoittavat ja mita
kaavat ja laskut ilmaisevat. Tdma edellyttda rikasta kieltd, jossa niin luonnollinen kieli,
kuvat kuin symbolit ovat kdytdssd. Tallainen rikas ilmaisutapa on olennainen osa
matemaattista paattelya ja ajattelua. Matemaattinen taito liittyy luontevaan ja rikkaaseen
matemaattiseen ilmaisuun.
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