Sotilaallisesta tilastolaskennasta

Yleisesikuntaeversti L K aje

JOHDANTO

Puolustuslaitoksen "paperisota” on suurelta osaltaan tilastojen laa-
timista kiéytetystd, jéljelld olevasta ja tarvittavasta materiaalista,
monenlaisista vahvuuksista, menetyksistd, sairauksista, mielialasta,
palvelussuhteista ja monesta muusta, kuten on yleisesti tunnettua.
Mitdéan korkeampaa tilastomatematiikkaa ei tillaisessa tydssd yleensid
tarvita, vaikka selvyyteen ja yksinkertaistukseen pyrkivd, jatkuva
rationalisointi onkin tarpeen.

Huomattava osa etenkin teknillisisséd tehtivissi toimivia upseereja
joutuu kuitenkin joko si#dnnoéllisesti tai tilapiisesti ratkomaan pro-
bleemeja, jotka edellyttiivit edellistd lasjempaa tilastotieteen hyviksi
kiyttod. Milloin tarve on tilapdinen, suhteellisen harvoin uusiintuva,
ovat vaikeudet usein odottamattoman suuret. Aikaisemmin hankitut
pohjatiedot ovat osaksi unohtuneet tai ne puuttuvat miltei kokonaan.
Alan kirjallisuudesta saatu tietous on hajanaista ja soveltuu ehki
huonosti sotilaallisiin tehtdviin. Seurauksena saattaa olla tehtdvian
osittainen laiminlyonti tai kiertéiminen, jolloin ssavutettu tyon tulos
lopultakin vih#pitoisestd syystd muodostuu epiluotettavaksi, jopa har-
hauttavaksikin. Erikoisesti ndyttid olevan tarjona vaara kiyttdd via-
rin tilastollisissa laskuissa esiintyvii vakioita ja kertoimia.

Témin kirjoituksen tarkoituksena oli alun perin auttaa ennen
kaikkea oikeiden kertoimien loytimisessd, mutta lihemmin tarkastel-
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tuna niiytti tarpeelliselta samalla koota suppeassa muodossa yhteen
alkeistietoa yleenséi todennidkdisyyslaskennan ja tilastotieteen perus-
teista. Talloin on tosin vaikeata piitelld, mitd pitdisi esittid ja mitéd
jittdd pois, silld aihepiiri on itse asiassa tavattoman laaja ja nopean
kehityksen alainen. Aina on myods tarjona vaara, etti pintapuolisia
tietoja kiytetiiin viiirin ja harkitsematta. Mutta ehkd haitta on vield
suurempi silloin, kun tietojen puuttuessa yksinkertaisetkin keinot ja&-
viit kiyttimitta.

Erilaisten testien kehittiminen ja niiden soveltaminen on nykyi-
sin tunkemassa ldpi kaikilla -aloilla. Niitd ei alempana kuitenkaan
kisitelld, silld se veisi tissd jo liian pitkille.

Monimutkaiselta n#yttivid merkintitapoja on koetettu vilttis,
koska ne— ammattimatemaatikosta ehki kiisittimattomalli tavalla —
tympiiseviit lukijaa, joka ei ole niihin tottunut ja saattavat hénet luu-
lemaan asioita vaikeammiksi kuin ne itse asiassa ovat.

Kirjoituksessa ei millisin tavoin puututa siihen, miten tilastollisten
menetelmien kiyttod edellyttivd tutkimusty6 suoritetaan. Opastusta
tyon suunnittelussa ja suorituksessa on saatavissa mm Helsingin Yli-
opiston julkaisusta "Johdatusta tilastolliseen tutkimukseen”. Siind on
esitetty myos yleisii ohjeita mm taulukointitekniikasta.

I TILASTOLASKENNALLISIA MAARITELMIX JA
SUHDELUKUJA

a. Keskiluvut

Tilastoaineiston ominaisuuksia kuvaavien ns tunnuslukujen
tirkeéin alaryhmén muodostavat keskiluvut. Keskiluku tarkoit-
taa tavallisimmin aritmeettista keskiarvoa, mutta myds geomet-
rista tai harmoonista keskiarvoa, keskeisarvoa (mediaania) ym
riippuen siitd, mik# néisti parhaiten vastaa haetun tilastollisen suu-
reen oikeana pidettivid arvoa. Till6in on ratkaiseva merkitys lihinné
suureen jakautuman luonteella.
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Aritmeettinen (A), geometrinen (G) ja harmooni-

nen (H) keskiarvo positiivisille luvuille a,, ..., a, lasketaan seu-
raavasti:
A= a + ... + a,
n
n
G= ———
\/81 P - TR - Y
1 1 1 1
—_—=— (- + ... +-)
H n ay n

Aritmeettisen keskiarvon kiyttds on yleisintd, ehkd
jopa liiankin yleistd. Kun tilastosuureen jakautuma on normaali tai
yleensd symmetrinen, keskiarvon tdytyy katsoa edustavan suureen
oikeana pidettivéd arvoa sitd tarkemmin, miti runsaamman havainto-
miirdn perusteella se lasketaan. Samalla keskiarvo yhtyy keskeisar-
voon seki moodiin eli tyyppiarvoon (empiirisestd jakautumasta
puheen ollen kiytetiin myés nimitystdi valta-arvo), ts arvoon,
jonka todennikéisyys on suurin. Jakautuman (koko perusjoukkoa
edustavaa) keskiarvoa sanotaan myds odotusarvoksi (Paino-
tetusta keskiarvosta ks "Johdatusta tilastolliseen tutkimukseen”.)

Suureen todellinen arvo saattaa olla ennakolta tunnettu. Tarkassa
koordinaatistossa toimittaessa on esim ampumaetiisyys kiytdnnolli-
selld tarkkuudella tiedossa ennen ammuntaa, mutta valmisteltu matka
on epidvarma. Tarkistusammunnan ja korjausten jélkeen tai samassa
yhteydessii on keskiarvosdintod kidyttien halutulla tarkkuudella todet-
tavissa, onko todella saavutettu myds oikea matka.

Geometrinen keskiarvo merkitsee syvemmin kisitettyni
oikeastaan sitd, ettd otetaan tavallinen aritmeettinen keskiarvo, ei itse
luvuista, vaan niiden logaritmeista. Geometrinen keskiarvo antaa
useissa tehtdvissi paremman tuloksen kuin aritmeettinen keskiarvo.
Otamme esimerkin.

Jirjestelyosaston péillikké antaa useammalle toimistoupseerille
tehtdviksi toisistaan riippumatta suunnitella ryhmin kokoonpanon
tiettyd tehtidviad varten. Olettakaamme, etti ennakolta tunnettu opti-
mivahvuus on 10. Ehdotukset hajaantuvat, mik#li tehtdvd on oikein
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orientoitu, ilmeisesti timiin arvon ympirille ja optimiarvoa suurem-
pia lukuja esitetiéin keskimiirin yhtd paljon kuin tétid pienempidkin.
Mutta poikkeamat alaspiin ovat varmuudella pienempii kuin poik-
keamat ylospiin, koska arvo nolla on rajoittavana tekijini. On yhtd
todennkdisti, ettd joku esittdd vahvuudeksi lukua 5 (puolet optimista)
kuin ettid joku toinen esittdd sille lukua 20 (optimi siiti puolet). Nii-
den geometrinen keskiarvo, miki téssd yleensiikin sopii kiytettiviksi,
antaa V5 20 = 10, siis haetun optimiarvon. Aritmeettinen keski-
arvo taas on 12.5. Keskiarvojen erosta (tdssd 2.5) seuraa, ettd orga-
nisaatiot pyrkivit keskimi#rin paisumaan lijan suuriksi.

Edellid olemme valinneet kdyttoon geometrisen keskiarvon “havain-
toarvojen” jakautuman luonteesta johtuen. Ehk&d tavallisinta
on geometrisen keskiarvon kdyttés kuitenkin sil-
loin, kun on kyse suhdeluvuista. Ajatus selvenee parhai-
ten esimerkin valossa. Olkoon tutkimusperusteilla (1) tultu siihen
tulokseen, etti organisaatio A on k, kertaa niin tehokas kuin organi-
saatio B. Tutkimusperusteilla (2) on p#idytty vastaavaan kertoimeen
k., Jos k, je k. ovat samanveroisia, on meididn — ellemme muuta
tieddi — otettava lopulliseksi kertoimeksi k = Vk, - k,, Tamé joh-
tuu siitd, ettd suhdeluvun tunteminen ei sano vield mitdin ao suurei-
den absoluuttisista arvoista, mutta niiden arvojen logaritmien erotus
on kyllikin selvilli. Jos esim

A k. ja e k., on log a,—log b, = log k, seki

b, b.

log a, — log b, = log k.. Ainoa mielekiis keskiarvo tdmén perus-

log k, + log k.

teella yleensd on log k = 3 ja siitd seuraa k =

Vk1'ka.

Jos suhdeluvut tai muut vertausluvut (esim vahvuudet organisaatio-
esimerkissiimme) eroavat vain vihiin toisistaan, on kiytinntssi yhden-
tekevid kiytetdiinks aritmeettista tai geometrista keskiarvoa.

Harmoonisen keskiarvon kiiytosti otamme seuraavan esi-
merkin. Kolonna liikkkuu puolet matkasta péitietd pitkin nopeusmittarin
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niyttéessd 60 km/t ja toisen puolen sivutielld nopeuden ollessa 30 km/t.
Keskinopeus v, saadaan seuraavasti:

1 _1(1+1)
Vi 2 60 30

Téstd saamme v, = 40 km/t, kun taas tavallinen keskiarvo on 45
km/t, mikd on virheellinen. Pienet nopeudet vaikuttavat lopputulok-
seen enemmiin kuin suuret. Esim pilotpallon nousunopeuskeskiarvoja
tilastojen perusteella laskettaessa on vilttimétontd kiyttdd harmoo-
nisia keskiarvoja. Nopeuksista lasketun tavallisen keskiarvon mielek-
kyytti on yleensikin syytd aina epdilla.

Harmoonisen keskiarvon sijasta voidaan em tehtivissd kiyttdd ta-
vallista keskiarvoa, mutta laskuperusteena tulee silloin olla ajat (ja
matkat), ei nopeudet.

Em kaava voidaan yleispiitevimmissi muodossa kirjoittaa paino-
tettuna seuraavasti:

1
R T SN M

Vi Vi Vs Va
misséi kertoimen merkitys selvenee parhaiten seuraavasta laajenne-
tusta esimerkistd. Autolla ajettaessa ndytti nopeusmittari ensimmii-
silld 2 km:11d (x,) 60 km/t, seuraavilla 5 km:ll4 (x;) 75 km/t ja vii-
meisilld 3 km:1ld (x;) 30 km/t. Kysymme keskinopeutta (v.) ajetulla
10 km matkalla (x). Kertoimet ovat

Xa

k,=i1—=0.2,kg=—”—=0.5jaka= = 03
X X X
Vi 60 75 30

Keskeisarvo (mediaani, keskusarvo) on parittomien lukujen
keskimmiinen arvo tai parillisten lukujen kahden keskimmiisen lu-
vun keskiarvo. Edelld esitetyssd, geometrisen keskiarvon kiyttod va-
laisevassa esimerkissimme (ryhmén vahvuuden laskeminen) voisim-
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me kiyttii valintaperusteena myos keskeisarvoa. Milloin keskeisarvo
ja moodi yhtyvit, mutta keskiarvo sattuu eri kohtaan, voi keskeis-
arvon kiyttiminen (kuten esimerkissikin) olla edullista. Keskeisar-
voa kiytetddn mm iskemékeskipisteen likiarvoisessa médrittéimisessi
laskujen nopeuttamiseksi ja tarkoituksella eliminoida reunaiskemien
ja erityisesti suoranaisten harhautumien keskiarvoa huonontava vai-
kutus. )
On yritetty keksid keinoja aritmeettista keskiarvoa paremman kes-
kiluvun midrittémiseksi vedoten mm siihen, ettd keskiarvoa lasket-
taessa reuna-arvot saavat saman painon kuin keskelli olevat arvot,
vaikka ensiksi mainittujen todenniékoisyys on pienempi mutta niiden
keskiarvoa horjuttava vaikutus sitidvastoin hyvin suuri. Tidllsin jou-
dutaan asettamaan normaalijakautuma sinénsd kyseenalaiseksi, silld
sitd johdettaessa lihdetidiéin jo olettamuksesta keskiarvon paremmuu-
teen. Keskeisarvon kiytté merkitsee tavallaan sellaisen painotetun
keskiarvon laskemista, jolloin keskimmiiinen arvo saa painon yksi (tai
kaksi keskimmiiistd kumpikin painon 0.5) ja muut painon nolla. Ar-
vojen todenniikdisyyksiin perustuva painotus (reuna-arvoille asteit-
tain pienenevi paino) merkitsee jo vihemmiin radikaalista muutosta.
Keskilukua laskettaessa on syytd mahdollisuuksien mukaan ensin
tarkastella jakautuman laatua luottamatta liian sokeasti sen normaa-
lisuuteen. Iskemikeskipistetti nopeallakin tavalla miiritettiessii saat-
taisi tulla kyseeseen muutaman keskimmiisen iskem#én keskiarvon
kiytto keskeisarvon sijasta. Emme kuitenkaan voi téssi tarkemmin
puuttua timén sotilaallisesti téirkefin kysymyksen pohdintaan.

b. Suhdelukuja

Jos normaalijakautuman vallitessa aina (yksityistapauksia tarkem-
min harkitsematta) kéytetiiin keskiarvoa tai aina keskeisarvoa, osoit-
tautuu edellinen tapa ehdottomasti paremmaksi. Koska keskeisarvon
sotilaskiiytté on erittdin yleistd, on tirkedtd tuntea asia tarkemmin
kuin pelkkiini mainintana. Esitimme sen vuoksi alla T Hojon las-
keman ja asiaa valaisevan taulukon (Biometrika, XXIII v 1931, s 315).
Siind on vasemmalla tapausten (esim iskemien) luku (n) ja oikealla
keskeisarvon ja keskiarvon keskivirheiden suhdeluku (k,).
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Parittomille ja parillisille tapausluvuille muodostuu kummallekin omat
sarjansa. Parillisten sarja on edullisempi, koska keskiarvosiints vai-
kuttaa siindi osaksi mukana.

TAULUKKO 1

Keskeisarvon keskivirheen suhde  keskiarvon keskivirheeseen
(k,) tapausluvusta (n) riippuvana.

n k, n k,

1 1.000 17 1.238

2 1.000 18 1.210

3 1.160 19 1.239

4 1.092 20 1.214

5 1.198 25 1.243

6 . 1135 30 1.227

7 1.214 35 1.246

8 1.160 40 1.233

9 1.223 45 1.247

10 1177 50 1.237

11 1.229 55 1.249

12 1,190 60 1.240

13 1.233 70 1.242

14 1.198 80 1.243

15 1.235 90 1.244

16 1.205 100 1.245

1.2 (1)
o0 2533 = 2

Esim. Olkoon yhden iskemin standardipoikkeama ampu-
masuunnasta = a, iskemikeskipisteen likiarvon, estimaatin eli poik-
keamien keskiarvon keskivirhe siis = a/Vn, kun n on iskem#luku.

Jos n on 8, saamme keskeisarvon virheeksi 1.160 - 2 041 a. Jos

2

V8
iskemis on 9 kpl, saamme nytkin vastaavalle virheelle arvon 1.223 :_ =
0.41 a. Parittomasta laukauksesta ei siis ole kiiytdnnollisti hyo-
tyd. (Ks tarkemmin kirjoittajan tutkimustydtd “Tarkistusammunnan
teoria”.)
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Keskeisarvon nopesan tarkistukseen pienilld iskemé&luvuilla sopii
seuraava menetelmid. Miiritetidn ns hajonta-alueen keskus mittaa-
malla (silmimiiirdisestikin) piste, joka on tasan pisimmin ja lyhim-
miin iskemin puolivilissi. Niin saadun iskemikeskipisteen likiarvon
keskivirheen suhde keskiarvon keskivirheeseen selvenee taulukosta 2.

TAULUKKO 2

Reunaiskemien keskiarvona miiiiritetyn iskemiikeskipisteen keski-
virheen suhde keskiarvon keskivirheeseen (k’,) iskemiluvusta (n)
riippuvana. Sulkeissa vertauksen vuoksi vastaavat arvot taulukosta 1.

n k', (kn)
1 1.000 (1.000)
2 1.000 (1.000)
3 1.042 © (1.160)
4 1.092 (1.092)
5 1.142 (1.198)
6 1.190 ' (1.135)
10 1.362 (1.177)
20 1.691 (1.214)
1000 . 17.858 (1.253)

Tapausten luvulla 4 on siis yhdentekeviiii kiytetiinkd keskimméis-
ten vai diirimmiisten iskemien (vast) keskiarvoja. Suuremmilla pa-
rillisilla tapausluvuilla on keskeisarvo tarkempi. Parittomilla tapaus-
luvuilla on reunaiskemien keskiarvo keskeisarvoa tarkempi, kun n on
3 ja 5, suunnilleen yhti tarkka, kun n on 7, mutta sen jilkeen tulee

~ keskeisarvo ehdottomasti paremmaksi.

Esitimme vield Chauvenet'n kriterion reuna-arvojen poisjéttdmi-
selle. Lasketaan ensin keskiarvo siten, etti myos epidiltivd reuna-arvo
on laskuissa mukana. Sen jilkeen tarkastellaan téim#n epéiltivin ha-
vaintoarvon poikkeamaa keskiarvosta normaalijakautuman todenni-
kdisyyslukujen perusteella. Jos kyseisen poikkeaman todennikdisyys
on pienempi kuin 1/(2n), missi n on havaintojen luku, hyljitisn tuo
epdiltiva arvo. Hylk#iminen on aina oikeutettu, jos poikkeama on
suurempi kuin 4,5 todenniikéisti poikkeamaa (virhettd) eli 3,1 stan-

16 — Tiede ja Ase
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dardipoikkeamaa. Yhden standardipoikkeaman alueelle keskiarvon
kummallekin puolen mahtuu normaalijakautumassa 68 9% kaikista
poikkeamista, kahden standardipoikkeaman alueelle vastaavasti 96 %
kaikista poikkeamista ja kolmen alueelle n 100 % (ulkopuolelle jii
vihemmain kuin 0.3 %). Em lukujen perusteella on myds tyydyttivisti
paiteltivissé, noudattavatko havaitut poikkeamat normaalijakautumaa.
Tarkempia arvoja normaalijakautumasta esitetiiin jédljempéni.

I YLEISTA TODENNAKOISYYSLASKENNASTA
a. Kombinaatioteoriaa

Voimme muodostaa 3 alkiosta jonoja eri jarjestyksessd 1 - 2 - 3
= 6:lla eri tavalla (abe, acb, bac, bea, cab, cba). Nimitimme niitd
vaihteluiksi, permutaatioiksi. Yleisesti merkitsemme 1 - 2 - 3 -

- (n-1) - n = n! (n kertoma).

Otamme esim k, kpl punaisia palloja, k, kpl sinisii jne ja k, kpl
mustia palloja, yhteensi n palloa sijoittacn ne samaan rasiaan. Muo-
dostamme aluksi koko pallomé#iiridstd edellisen mukaisesti erilaisia ryh-
mityksid, joiden kokonaismiiird siis on n!. Pidimme kuitenkin nyt
samana tapauksena kaikkia niitd jérjestyksid, joissa punaiset pallot
ovat samoissa asemissa (esim ensimmiisens, kolmantena, seitsemin-
teni jne) ja sama koskee vastaavasti muita vérejd. Erilaisten tapaus-
ten kokonaismiiri on tilléin

n! k1+kg+...+k’=n
k! k! ... k! (vrt multinominen jakautuma)

Jos virejd on vain kaksi, toista vérid k kpl ja toista siis (n—k) kpl,
saamme lukumiiiriksi vastaavasti

n!
k! - (n—k)!

Viimeksi esitettyyn tulokseen tulemme toistakin tietd. Oletamme,
etti meilli on n kpl muuten samanlaisia mutta numeroituja palloja,
joten ne siis ovat kaikki toisistaan eroitettavissa. Nyt kysymme, mon-

(vrt binomijakautuma)
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tako yhdistelyd, kombinaatiota, on muodostettavissa poimimalla
rasiasta kerrallaan k palloa siten, ettdi ainakin yksi pallo joka kerta
vaihtuu. Siitd, missi jérjestyksessd pallot kussakin ryhmiissid ovat,
emme viliti. Niiden kombinaatioiden miiiré on

n! _ (n . n kn vli
T = (k) (lue: n k:n yli)
_ n(@m1) ... (o—k+1)
- k!
_ n(n—1) -...- (k+1)
B (n—k)!

Pane merkille, etti

(k) = (2)

Esim viiden kombinaatiot kaksittain ovat 5 - 4/2 = 10 ja kol-
mittain 5-4-3/2-3 = 10.

Tulos on edelleen sama, jos merkitsemiittomit ja toisensa korvaa-
vat alkiot sijoitetaan paikkoihin, jotka on "numeroitu”. Esim 3 palloa
voidaan sijoittaa 5:een numeroituun koloon 10 eri tavalla.

Myds ns muuntelut, variaatiot, saattavat tulla kyseeseen. Tal-
16in otamme n kpl:een alkiojoukosta kerrallaan k alkiota ja laskemme
niiden alkioiden kaikki permutaatiot, joita on n!/(n'—k)!, kun kaikki

!
k alkiota kisittivit erilaiset ryhmit (m)_' kpl )m otettu huo-

mioon.

Jos n on suuri, n! voidaan likiméirin arvioida Stirlingin epiyh-
tilén avulla:
V2r - nt+% - e < n! << V2r - 0% - e (1+ i)
missd e on luonnollisen logaritmijérjestelmin kantaluku.
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b. Todenniikdisyyden laskeminen

Todenniikdisyyksii laskettaessa menetelldsin periaatteessa siten,
etti suotuisien tapausten luku pannaan todenniikéisyytti ilmaisevan
luvun osoittajaksi ja kaikkien mahdollisten tapausten luku nimitti-
jiksi. Olettakaamme esim, etti meilli on kori, johon on sijoitettu
3 punaista palloa ja 4 mustaa palloa. Nostamme korista umpiméhkiin
5 palloa pois. Nyt kysymme, milli todennikéisyydelld ndisti noste-
tuista palloista on 2 punaista (ja 3 mustaa). Laskemme suotuisat ta-
paukset seuraavasti. Kolmesta punaisesta pallosta saammme kahden ryh-

rma( g )kpl = 3 kpl. Neljiisti mustasta taas syntyy kolmen ryhmi#

( g )kpl = 4 kpl. Suotuisten tapausten luku on kaikkisan ilmeisesti
3 - 4 = 12. Kaikki nostomahdollisuudet taas saamme laskemalla koko

pallomiiirén eli seitsemiin kombinaatiot viisittiin, sus( ; ) =( ; ) =2

Haettu todennikéisyys on siis :2—1 Olemme té#ssd erikoistapauksessa
johtaneet eriiin ns hypergeometriseen jakautumaan (ks alempana)
liittyviin todenniikéisyyden.

Erikoistapauksissa on ilmién todennikdisyyden laskuperiaatetta
sovellettava tilanteen mukaisesti. Otamme esimerkin. Jollakin paikka-
kunnalla sataa keskimiirin 2 tuntia piiviissi. Sateen todennilkbisyys

2 1
on i].rneisesti-—z‘T: TR Tapausten luvut on tissi siis korvattu niiti
vastaavilla ajoilla,
Olettakaamme, ettd meidéin on méiritettivié ilmién todennikdisyys

koesarjojen perusteella. On suoritettu n koetta ja todettu, ettd tutkit-
tava ilmib on esiintynyt nilissi kokeissa m kertaa. Hakemamme toden-

m
niékbdisyyden likiarvo on ilmeisesti T . Nyt voimme 0,5 prosentin
erehtymismahdollisuudella sanoa, ettdi haettu todennidkdisyys on
rajojen

15

Vn

m
— +
g
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viillissi (varmuus 0.995). Jos rajat eiviit tyydytd, on liséittivi koesar-
joja. Tarkkuus paranee (rajat supistuvat) suhteessa havaintoluvun
nelisjuureen. Satakertainen havaintomiérd lisdd kymmenkertaisesti
tarkkuutta, Niin suuri varmuus kuin edelld on esitetly, johtaa kéy-
tinnéssé yleensd suuriin koesarjoihin.

¢. Tavallisimpia todenniikdisyyskaavoja
Voimme esim merkitd

t {x+y} =t{x} +t{y} ki t{xy} =0

Tissé tarkoittaa t{ x } todenniksisyytts, ettd ilmis x esiintyy ja
t { y } , ettd ilmis y esiintyy, ja t {x, y }todennﬁkﬁisyyttﬁ, etti kum-
pikin esiintyy yht'aikaa. Koska viimeksi mainittu on merkitty nol-
laksi, ovat x ja y toisensa poissﬁlkevia, ts jos toinen esiintyy niin toi-
nenh ei esiinny. Todenniikéisyys t {x+y} taas tarkoittan, etti x tai y
tai molemmat esiintyviit. Tissd jdd viimeinen mahdollisuus pois an-
netun lisiehdon takia. Jos ilmidt eiviit ole toisinan poissulkevia, vaan
riippumattomia, saadaan

t{x+y} :t{'x}+t{y}—t{x;y }?'a
t{my }=t{x}-t {v}

Esim 1. Todenniikdisyys sille, etti nopan heitossa esiintyy ykkoénen
tai kakkonen (toisensa poissulkevat tapaukset) on %‘ + % = %

Esim 2. Todennikéisyys sille, etti maalia ammuttaessa isku menee
sivusuunnassa ohi, olkoon 10 9% ja etti se menee pituussuunnassa ohi,
samoin 10 %. Todenniikdisyys sille, etti isku menee joko sivu- tai
pituussuunnassa ohi, on 0,1 + 01 — 01 - 0,1 =02 — 0,01 = 0,19
(riippumattomat tapaukset).

Sotilaallisissakin tehtiivissi voimme joutua kiisittelemisin todemm
koisyyksis, joihin liittyy erilaisia ehtoja. Otamme asiaa valaisevan
esimerkin. Huoltopiiiillikké saattaa sodassa todeta, etti joukot joutu-
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vat usein puutteellisesti varustettuina marssimaan sateessa, ja ryhtyy
harkitsemaan, olisiko asiassa ryhdyttivd joihinkin toimenpiteisiin.
Tatd varten hén tarvitsee erindisiii lisiitietoja.

Todennikdisyysopilliseen muotoon puettuina vastausta kaipaavat
kysymykset saattaisivat olla:

a) milld todennikéisyydelli joukot ovat marssilla, kun
sataa,

b) milli todenniikdisyydella sataa, kunh joukot ovat
marssilla,

¢) mikd on todennikéisyys sille, etti joukot ovat mars-
silla ja sataa

Olettakaamme, etti huoltopiillikon tiedossa ovat seuraavat seikat:

Kyseisen taistelutoiminnan aikana (miki on jo ehto siniinsi) jouk-
kojen ajasta kuluu marsseihin 35 ja muuhun toimintaan 2/s. Siis to-
dennikdisyys sille, etti joukot ovat marssilla, on t{ x }= . Toi-
saalta kyseisenid vuodenaikana ja kyseiselli alueella (ehtoja némikin,
vaikka eivit vaikuta laskukaavoihin) on sadetta % vuorokaudesta ja
merkitsemme timi#n sateen todennikéisyyden t { y } = . Lisiiksi on
osoittautunut, etti joukot ovat sateisella s#illd 2 kertaa niin useasti
marssilla kuin poudalla johtuen eriniiisisti taktillisista syisti.

Otamme kiyttoon seuraavat uudet merkinniit:

Todenniikdisyys, etti joukot (eivdt suinksan vilttamiattda kailki
yht'aikaa) ovat marssilla juuri silloin kun sataa, siis sateella suori-
tettujen marssiaikojen suhde koko sadeaikaan, olkoon t { x|y}. To-
denndkéisyys, etti juuri silloin sataa, kun joukot ovat marssilla, siis
sateella suoritettujen marssiaikojen suhde koko marssiaikaan olkoon
taas t { v x}. Vihdoin todennikoisyys sille, ettd marssitaan ja sataa,
eli sademarssiaikojen suhde koko toiminta-aikaan olkoon t{ X, y },.
Vertailuyksikkoni voi olla tietenkin esim vuorokausi tai viikko, se ei
vaikuta tulokseen. Kun edelli olemme symboliscineet marssimista kir«
jaimella x, merkitsemme sen vastakohtaa, siis ei-marssimista x , siis
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panemalla viivan paslle. Esim merkintd tfy | x } tarkoittaa todenni-
kdisyytti, etti sataa silloin, kun ei olla marssilla. Ei-sadetta merkit-
semme vastaavasti y . Seuraavat yleiset kaavat mm piteviit:

.t{x,y}= t{x}'t{ylx}= t{y}-t {xly}
t{xymt{y yr Ky i) ¢ ey

Jos, miki tiissi ei pidii paikkaansa, x ja y ovat riippumattomia, sai-
simme vield

v} =t{=}pt{v}

miki aikaisemmin on jo esitetty.

Tledamme,ettatfx}—%Jat{ }-—% Ilmelsesht{ }
= 1—t {y} ='3/4 ja edelleen t {x|y} = Zt{xly}, koska
sateessa marssitaan 2 kertaa niin usein kuin poudalla. Niin ollen

t{x}— B =1 - 2t{x|y}+3/4t {x]y}Jasust{xly}_.
4/15 sekd edelleen t{ny} = 8/1s, Ndin ollen ¢ {x, y} =t {y}

X, y
-t{xly}:%-a/ts=2/u ja t{ylx}— { }-—2/5
' t{x}
Siis: a) Todennilkdisyys sille, ettd marssitaan kun sataa (t{xly} )
8
on E]a kun sadetta on 6 t/vrk, se tekee 3,2 t/vrk.
b) Todennikdisyys, etti sataa, kun joukot ovat marssilla (t{y 1 x} )

2
on—5 , mikd 8 marssitunnista tekee sekin 3,2 t/vrk.
¢) Todenniikkdisyys sille, ettd joukot ovat marssilla ja sataa

2
(t{x,y }) on I miki 24 tunnista on jilleen 3,2 t/vrk.
Laskut ovat siis ilmeisesti oikeat.
Jos marssitaan tarpeen mukaa:n, satoi tai paistoi, on t {x,y}.—
1
t{ } t{Y}—‘~— 4—_12,;obensateessamarssmustaolm
‘silloin 2 tuntia paiviissi.



- II' TAVALLISIMMAT JAKAUTUMAT

a. Hypergeometrinen jakautuma

Satunnaissuureisiin liittyvit todenniikdisyydet (alla t{ x}) muo-
dostavat sen jakautuman.

Hypergeometrinen jakautuma miérittyy seuraavasti;

M N—M x=901...,m
n—x |/

t Ix __(__x____—
{x}= ™)
n
missi m — pienempi luvuista M tai n.

Timéd jakautuma ilmaisee milli todennikdisyydellda t [ x | mi&-
ristd N otetussa n kpl:een otoksessa (niytteessi) joku ilmio (l6ydds)
esiintyy x kertaa, kun se koko milirdssi N esiintyy M kertaa. Esim
pussissa on 1000 arpaa (N = 1000) ja niistd voittoarpoja 100 kpl
(M = 100). Henkils ostaa 10 arpaa (n = 10). Todennikdisyys sille,
ettd niistd esim 2 kpl (x = 2) on voittoja, on

(%) ("e=")

(%)

Laskeminen on varsin hankala tehtivd. Suurin todennikéisyys
sattuu x:n arvolle, joka on lihinnd pienempi kokonaisluku kuin
(n+1) (M+1)

(N+2)

M
Jakautuman keskiarvo on E = D—E = np, kun merkitsemme

~~ 02

t{2}=

M .
P =" Niinpi edelld kiisitellyssi esimerkissimme saamme: E = 10 -

100

1000 = 1, siis 10 arvan nostolla tulee keskimiiirin 1 voitto! Standar-

dipoikkeama on
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M M n—1
o=Vay 0= a—m)

= Ve a2
N—1

b. Binomijakautuma

Binomijakautuman todenniikdisyydet saadaan em jakautuman raja-
muotona, kun annamme suureiden N ja M ldheti didrettomyyttd, kui-
tenkin niin, ettd suhde M: N = p pysyy vakiona. Siten saamme

t{x}= (}) PP "~

Binomijakautuma ilmaisee todenniikéisyyden tf x }sil'le, ettd (ddret-
tomiin suuresta) perusjoukosta otetussa n kplieen otoksessa ilmid
esiintyy x kertaa, kun sen suhteellinen osuus perusjoukossa on p.
Esim. Heitimme rahaa 5 kertaa (n = 5) ja kysymme, milli todenné-
koisyydelld tuloksessa on 2 klaavaa (ja 3 kruunua). Ilmeisesti téssé
on p = Y. Saamme

5 12 1 5-2 5
t {2}= (2)(2) (1—2) =18

Jos x = n, saadaan t {n = p~.

Jos siis ilmitn todenniikéisyys yhdessé kokeessa on p, on todenni-
koisyys 'sille, ettd se esiintyy n kertaa toistetussa kokeessa joka
kerta = p°.

Todennidkéisyys on suurin silld x:n arvolla, joka on lihinni pie-
nempi kokonaisluku kuin (n + 1)p. Jos (n+1)p on kokonaisluku,
on joko samalla tai yhtd pienemmilli x:n arvolla suurin todennikéi-
syys Tami todennidkdisyys on likiméirin, kun n on suuri

1
‘\/2—1r np V1—p

t{x }maks';s
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Binomijakautuman keskiarvo on E = np ja standardipoikkeama
¢ = Vnp (1-p).

Binomijakautuman likiarvona voidaan silloin, kun np (1--p) > 9,
kiyttia hyvin normaalijakautumaa, jonka keskiarvo on np ja stan-
dardipoikkeama V np (1—p).

Em arvannostamisesimerkki soveltuu my6s binomijakautumaan
silld muutoksella, jolla tdssi on vain teoreettinen merkitys, etti jokai-
nen nostettu arpa pannaan heti noston jilkeen takaisin pussiin, jotta
voittoarpojen ja tyhjien arpojen suhde pysyisi muuttumattomana. Tél-
16in saadaan

10 129 8
t{2} = G () ~02

¢. Multinominen jakautuma

Voimme itse asiassa pitdi binomijakautumaa myés multinomisen
jakautumisen erikoistapauksena. Olkoon esim pussissa punaisia, sini-
sidi, mustia jne palloja suhteellisten osuuksien ollessa p: ps, ..., Pk.
Nostamme pussista palloja yhden kerrallaan ja panemme nostetun
pallon heti takaisin. Teemme yhteensi n nostoa ja kysymime todenni-
koisyyttd sille, ettd saamme x, kpl punaisia, x, sinisid jne palloja, jol-
loin tietenkin 3, = x, + X + ... + xx = n ja 3p, = p. + P +
... = 1. Témi todenniikbisyys on

n!
—_— X X2 . Xx
t{x,,x,...,xk}— x,!-x;,!...x.g!p1 Pa e Pr

Spp =1
0<x,<n

X, = n

Esim pussissa on tasan yhtd paljon kolmen vérisii palloja. Toden-
nikdisyys sille, etti 3 nostolla jokainen nostettu pallo on eri viri-
nen, on

g1 3_2
HLL =3 (5) =
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d. Poissonin jakautuma

Poissonin jakautumaan voimme vuorostaan piisti binomijakautu-
man rajamuotona antamalla suureen n liheti ddretonti ja p:n nollaa,
kuitenkin siten, etti binomijakautuman keskiarvo = np pysyy muut-

tumattomana = ). Tilléin saamme
o
t{x}= x!e x=01,...
Poissonin jakautuman keskiarvo on E = ] ja standardipoikkeama
¢ = V.

Voimmekin soveltaa Poissonin jakautumaa binomijakautuman
likiarvona silloin, kun n on suuri ja p pieni. Jéilleen em arpomisesi-
merkkiin sovellettuna saamme (np = 1 = 10 - 0,1 = 1)

12
t{2}= —27 e ~ 0.2

Poissonin kaavalla laskettuna (ja sen taulukoita kiiyttien) saadaan
lopputulos kiitevimmin. Suurin todenniikéisyys on silli x:n arvolla,
joka on lihinni pienempi kuin A.

Kun i > 9, voidaan Poissonin jakautuma hyvin korvata normaali-
jakautumalla, jonka keskiarvo on i ja standardipoikkeama V).

Poissonin jakautuma on etenkin sotilastehtivissi siksi tirked, et-
temmme voi tyytyd kiisittelemiiin siti vain binomijakautuman likiar-
vona ja korvikkeena. Johdamme sen vuoksi Poissonin vakion ] mer-
kityksen erityisesti ammuntaan sovellettuna. Oletamme, etti meilld
on aluemaali, jonka pinta-ala on A. Témin alueen sisélld on yksi tai
useampia osamaaleja, kukin pinta-alaltaan a (esim pesikkeitd). To-
denniikéisyys sille, ettd tdhin aluemaaliin umpimihkiin ammuttu

a
iskemi sattuu tiettyyn osamaaliin, on ilmeisesti = p. Olkoon am-
muttujen ja aluemasalin sisille osuneiden iskemien luku n. Silloin on

: n
Koska n on iskemiluku ja A aluemaalin pinta-ala, on A ilmei-
sesti keskimé@irdinen iskemiilluku aluemaalin pintayksikksd kohti, ts
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keskimédrdinen iskemitiheys = gija tulo g - a =}
ilmaisee siis keskimiédidrédisen iskemiluvun osamaalia
kohti, jos osamaalin pinta-ala on a.

Jos nyt ldhtisimme siitd, ettd esim tuli-iskuista aina osuu yhtid suu-
riin aluemaaleihin sama laukausmiiird, se ei ensinnik#én vastaisi to-
dellisuutta, ja toiseksi teholaskut tulisivat (binomikaavalla) mutkik-
kaiksi, koska ne olisi laskettava erikseen jokaista tapausta varten, jol-
loin aluemaalin koko muuttuu, vaikka keskimédrdinen iskemitiheys o
pysyisikin samana (osoitettu tekijéin kirjoituksessa sotilasaikakaus-
lehden 6/50 sivulla 39 ja my6s alempana). Jos annamme osamiirissi
% sekid osoittajan etti nimittéjin lihetd HAdrettomyyttd osamiirin
arvon silti pysyessi muuttumattomana, tulemme Poissonin jakautu-
maan. Em tdydennys merkitsee sitd, etti oletamme ammuttavan aina
hyvin suurelle maalialueelle tiysin sattumanvaraisesti, joten osuma-
todenniikdisyys kaikkialla on sama (sikéli tasainen jakautuma). Vas-
taavasti oletamme laukausluvun kasvavan samassa suhteessa kuin
aluemaalin kokokin kasvaa, joten iskemiitiheys ei keskimiirin muutu.
Téami laajennus tuo mukanaan senkin mahdollisuuden, eti joku koko-
painen aluemaali voi harvinaisissa tapauksissa (joita kylld sattuu)
jafida kenties vaille yhtiikiifin iskemiii 'ja toisaalta sille voi ainakin teo-
reettisesti tulla iskemid enemmiin kuin kiiytinndssi on ammuttu-
kaan, minki todennikdisyys kyllikin tulee hiiviivin pieneksi.
Laskut tulevat niiin sikiili yleispéteviksi, etti tulokset riippuvat vain
keskimiidriisests iskemitiheydestd (p) ja osamaalien koosta (a). Niin
tulkitussa Poissonin jakautumassa katsomme siis suureen ] merkitse-
vin joko sellaisenaan keskimi#iriistd iskemilukua osamaalin pinta-
alaa (vast) kohti tai muodossa 1 = g - a katsomme o:n merkitsevin
iskemitiheyttdi pintayksikkod (kéyténnossi useimmiten hehtaaria)
kohti ja a:n osamaalin pinta-alaa (vastaavasti héhtaareissa). (Pois-
sonin jakaantuman piitevyytti iskemijakaantuman tulkitsijana on eri-
tyisesti tutkinut T Kallio, Tiede ja Ase n:o 15). Poissonin jakautuma
kelpaa ainakin erikoismuodossaan myos sirpalejakautuman tutkimi-
seen (tekijin kirjoitus sotilasaikakauslehdessé 1/51).

Suure x, mikidi binomijakautumassa merkitsee varsinaisesti "16y-
déksid” (kuten myds Poissonin jakautumassa silloin, kun siti kiyte-
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tiin binomijakautuman likiarvona), merkitsee nyt tapauksia, jolloin
osamaaliin osuu 0, 1, 2 ... iskemiii. Koska tim#d merkityksen muutos
saattaa herittdd ihmetystd, on syytd selostaa sitd hieman tarkemmin.

Arpojen nostamista kiisitteleviissii esimerkissimme -oli voittoja 10
% arpojen koko miiiriistd. Voimme konstruoida esimerkin yksinker-
taisimmin siten, ettd 1000 arvan sijasta kiytimme vain 10 arpaa, joista
yksi on voittoarpa. Heti arvan nostamisen jilkeen panemme sen ta-
kaisin pussiin. Jos siis esim 10 nostolla tulee kaksi voittoa, kuten esi-
merkissimme, merkitsee se nyt, etti sama arpa on vedetty 2 kertaa
eli ammuntaan sovellettuna “samaan maaliin on osunut kaksi kertaa”.
Voimme nim kuvitella, etti meilli on esim hehtaarimaali, joka on
‘jaettu 10 osamaaliin ja yksi ndistd on merkitty. Etti saamme 10 lau-
kauksella (n = 10) téhién maaliin 2 osumaa, vastaa tarkoin arpojen
nostamista 10 arpaa sisiltiviistd pussista. Téssii tapauksessa piitee bi-
nomijakautuma ja niiytiimme, etti tulos riippuu aluemaalin koosta,
kuten aikaisemmin on viitetty. Kun ammumme 10 iskemiii 1 ha:lle,
on todenniikiisyys sille, ettd merkittyyn maaliin tulee 2 osumaa, bino-

1
mikaavan mukaan (p = E‘)

10 L 2 i 8 ! 0,9° 0,2
{2} = () (V) =75 W=0
Jos nyt ammumme 2 ha:n aluemaaliin 2 n = 20 iskemii, jolloin iske-
miitiheys ha kohti ei siis keskimiéirin muutu, on jilleen binomikaa-

1
van mukaan (p =5)

20 1_ . 19 ” 1 19 w i -

t{2}=( 2) (20) (E) =2—(E) =2 - 0.95° =~ 0,2

Loppulausekkeiden muodosta niemme, ettd tuloksilla on eroa,
vaikka lopputulos likiarvona onkin sama. Suurentamalla maalialuetta
joudumme rajatapauksena Poissonin jakautumaan. Kahden viimeksi
esitetyn laskumuunnoksen ero johtuu siitd, etti jdlkimmiiisessi ta-
pauksessa tulevat mukaan nekin osumatodenniikdisyydet, jolloin maa-
liin osuu enemmiin kuin n iskemi#i aina 2 n iskemi##in asti, kun taas
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edellisessi tapauksessa suurin mahdollinen méiird oli n iskemii (n =
10). Niin ollen voidaan myods vilittda, ettei Poissonin kaavakaan am-
muntaan sovellettuna ole suinkaan oikea, silld jos esim iskussa ei ole
enempii kuin 72 laukausta, ei mihink#in osamaaliin voi ainakaan osua
sitd enempiii. Kuitenkin virhe on hiviivin pieni (viirit todennikoi-
syydet numeroarvoltaan mitittomid). Edelld on joka tapauksessa sa-
malla myds osoitettu, etti jo binomijakautuma on tulkittavissa myds
siten, etti x siiné ilmaisee esim osumia samaan maaliin, joten siirty-
minen siitd Poissonin jakautumaan kidy tissd mielessi ymmiér-
rettiviksi.

Binomijakautuma edellyttdii rajatonta perusjoukkoa — tahi yli-
paidnsi sitd, ettd otos ei vaikuta muutoksia todennikdisyyssuhteisiin.
Askeisessi 10 kpl:ieen esimerkissimme tim# saavutettiin silld, ettd
eroitettu arpa pantiin heti takaisin pussiin, tai ettd tarkasteltu osa-
maali jdi edelleen alttiiksi tulelle. Mutta kun muutamme tarkastelu-
tapaa ajatellen nimenomaan toistuvaa osumista samaan maaliin, silloin
tuo Hiretontd vastaava perusjoukko supistuu 10 kpl:seen osamaaleja ja
sama binomikaava pidtee vain téssi ainoassa tapauksessa. Siksi siis
suoritetaan em rajankiynti” ja pididytidin Poissonin jakautumaan
yleistyksen saavuttamiseksi.

Poissonin jakautuma kelpaa binomijakautumassa normaalisti haet-
tujen todennikéisyyksien likiarvoiseen laskentaan (niin ja niin monta
voittoa, niin ja niin moneen maaliin osuma, mutta vain yksi) silloin,
kun p on pieni, ts etti on hyvin epitodenniikdistd, ettdi laajalle alalle
harvakseltaan suoritettu ammunta antaisi samaan maaliin useampaa
kuin yhden osuman. Vain silloin binomijakautuman keskiarvo np vas-
taa Poissonin jakautuman suuretta ], ja voidaan kayttdd siis 1-tau-
lukoita.

On syyti panna merkille, etti silloin kun Poissonin jakautumaa
kiytetdin muussa mielessd kuin binomijakautuman likiarvojen (osu-
ma niin ja niin moneen maaliin) laskemiseen, siis esim ammunnan
teholaskemissa (niin ja niin monta osumaa samaan maaliin, vihintidsin
yksi osuma samaan maaliin, niin ja niin moneen prosenttiin maaleista
niin ja niin monta osumaa), ei sen soveltamisella ole kdytéinnollisia
rajoituksia. Iskemitiheyttd siis voidaan nostaa mielin méairin, tutkia
patteriston ja suurienkin tykistdryhmien tehoja tulosten siitd huonon-



255

tumatta. Niin suurien x:n arvojen kiytté (hyvin monta osumaa sa-
maan osamaaliin), etti tulokset alkaisivat olla mielettomid, ei teho-
laskelmissa tule koskaan kysymykseen.

Koska kaikki osamaalit ovat samassa asemassa, seuraa tistd, ettd
jos esim kahden osuman todennikéisyys yhteen maaliin on 0.1, niin
myos 10 % kaikista maaleista ilmeisesti (jos maaleja on paljon) saa
nuo 2 osumaa.

Poissonin jakautuman t f o 1 = e l. Témi on siis todenniksi-
syys sille, ettd osamaaliin ei tule yhtdiin osumaa tai etti vastaava
murto-osa kaikista maaleista jia vaille osumia. Tasti seuraa, etti to-
dennikoéisyys sille, etti osumia tulee vihintd#n yksi, on 1l—e A
Téami lauseke on teholaskujen kannalta hyvin tirked. (Vrt tappiopro-
senttilaskelmat sotilasaikakauslehdessid 1/51.) Laskelmien kiytinnol-
linen suoritus ja tulosten vertailu yksinkertaistuvat ratkaisevasti
puolilogaritmipaperia kiiyttam#lld, koska tyossi esiintyvit kidyrat ku-
vautuvat silla suorina.

e. Normaalijakautuma

Normaalijakautumaa voimme pitdd vuorostaan Poissonin jakautu-
man sopivasti normeeraamalla saatuna rajamuotona, kun ) ldhenee
Aiirettomyytti tai myods binomijakautuman rajamuotona, kun n lihenee
ddrettomyyttd p:n pysyessi vakiona. Emme esitd tissi mitddn mate-
maattisia kaavoja, koska laskutoimituksia ei alkeellisin keinoin kui-
tenkaan voida suorittaa. Alempana normaalijakautuma tulee vield
monessa yhteydessi esiin. Normaalijakautuma on jatkuva x:n funktio,
kun sensijaan edelliset ovat epidjatkuvia. Niissd voi muuttuja x saada
vain tdsmillisid arvoja 0, 1, 2 ... mutta normaalijakautumassa ovat
kaikki viliarvotkin mahdollisia. Keskiarvo, moodi ja keskeisarvo yh-
tyvit normaalijakautumassa.

Kun erilaisia jakautumia kerrostuu p##llekkdin, vaikuttaa yhdessi,
on siiti nopeasti seurauksena normaalijakautuman muodostuminen,
mikid sitten on hyvin yleinen jakautuma ja saanut siiti nimensikin.
Toisaalta voi tavallaan kiydi piinvastoinkin, Esim yhdelld tykilla
ammuttaessa voimme pitdd pituus- ja sivupoikkeamien jakautumia
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normaaleina, mutta niiden yhdistelmind syntyvin sidepoikkeaman ja-
kautuma ei ole "normaali” siindi mielessd, etti yksiulotteista jakautu-
maa koskevat lait pitisiviit sen suhteen, kuten usein otaksutaan.

Alla esitetdiin tavallisen 1-ulotteisen normaalijakautuman ominai-
suuksista kaksiosainen taulukko

TAULUKKO 3
Normaalijakautuma taulukoituna
a) Normaalijakautuman prosenttipisteet

A
Odotusarvosta poikkeaman ] (standardipoikkeamina ja todenni-

koisind poikkeamina) ulkopuolelle jéidvii tapausten méairdi = toden-
nikoisyys sille, ettdi poikkeama on suurempi kuin 2.

Ulkopuolelle jidvien Poikkeama }
%-luku Stand.p. Todennik.p.
100 0,0000 0,0000
95 0,0627 0,0930
90 0,1257 0,1863
85 0,1891 0,2804
80 0,2533 0,3756
% 0,3186 0,4724
70 0,3853 0,5713
65 0,4538 0,6727
60 0,5244 0,7775
55 0,5978 0,8862
50 0,6745 1,0000
45 0,7554 1,1200
40 0,8416 1,2478
35 0,9346 1,3856

30 1,0364 1,5366



25 -

20
15
10
5
1

01
0,01

1,1503
1,2816
1,4395
1,6449
1,9600
2,5758
3,2905
3,8006

1,7055
1,9000
2,1343
2,4387
2,9058
3,8189
4,8785
5,7682
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b) Vastaava taulukko kuin edelli mutta siten, etti standardipoik-
keamat ovat tasalukuja

Poikkeama }
Stand.p. Todenniik.p
0,0 0,0000
0,2 0,2965
04 0,5930
0,6 0,8896
0,8 1,1861
1,0 1,4826
12 1,7791
14 2,0756
16 2,3722
18 2,6687
2,0 2,9652
22 3,2617
24 3,5582
2,6 3,8548
28 41513
3,0 4,4478
3,2 4,7443
34 5,0408
36 5,3374
38 5,6339
40 5,9304

Ulkopuolelle jadvien

%-luku
100

84,148
68,916
54,851
42,371
31,731
23,014
16,151
10,960
7,186
4,550
2,781
1,640
0,932
0,511
0,270
0,137
0,067
0,032
0,014
0,006

(Arvot saatu Balltston taulukosta, todenniiksisten poikkeamien ar-

vot kuitenkin tekijin laskemat.)

17 — Tiede ja Ase
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f. Tasainen jakautuma -

Tasainen jakautuma on jakautumista yksinkertaisin. Itse asiassa
Poissonin jakautuma iskemitutkimuksissa edellyttiii tasaista iskemi-
jakautumaa maastossa. Edellytyksend ei ole, ettd jokaiseen yhtd suu-
reen ruutuun maastossa tulisi juuri sama iskemitiheys kussakin am-
munnassa, mutta todenniikéisyys iskemiille tulee olla jokaisessa maas-
ton kohdassa sama. Kun tutkitaan todennikéisyyksid saada ruutuihin
0, 1, 2, ... iskemid, tullaan Poissonin jakautumaan (tai binomijakau-
tumaan). Em tapauksessa maaston pinta-alaa on teoreettisesti pidet-
tivd diirettomiin suurena; kiytinndssi se on hyvinkin rajoitettu.
Yleens#i tasainen jakautuma alkaa (yksiulotteisena) jossakin pisteessi
porrasmaisena ja loppuu tésmiillisesti toisessa pisteessd, jolloin teo-
reettinen keskiarvo sattuu nididen pisteiden puoliviliin, samoin kes-
keisarvo. Moodi tietenkin puuttuu.

Esim. Mittaus on tehty 1 em tarkkuudella, jolloin 0,5 cm alalle
tasaisesti jakautuva keskimiiriinen virhe on 0,25 cm. Keskivirhe on

0,29 cm, yleisesti a V3/6, kun a on tarkkuus (edelld 1 em).

IV POIKKEAMAT JA VIRHEET
a. Yleistid

Kun esim ammumme yhdelli tykillda ampuma-arvoja muutta-
matta, huomaamme, etteiviit iskemiit satu samaan paikkaan, vaan
ammunnassa on todettavissa hajontaa jonkin keskiarvon ympé-
rilld. Poikkeamilla on kieltimiittd syynsd, mutta nditd syiti on hyvin
monta, emmeki pysty niitd hallitsemaan. Kiytéinnolliselli tarkkuu-
della kunkin laukauksen poikkeama (oikeasta) keskiarvosta on riip-
pumaton muiden laukausten poikkeamista sikili, ettemme voi esim
edellisen poikkeaman perusteella ennustaa mitdin seuraavan suhteen.
Emme siis, ainakaan ilman erikoistoimenpiteitd, pysty korjaamaan
ammuntaa milliin tavoin pienentifiksemme hajontaa. Olemme teke-
misissi satunnaismuuttujan, stokastisen muuttujan kanssa.
Tuo hajonnan satunnainen luonne ei kuitenkaan merkitse sitd, ettei-
vit poikkeamat kokonaisuutena noudattaisi mitéén lakia, piinvastoin
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on laskettavissa useitakin tunnuslukuja, joiden avulla hajonnan
luonne tulee tarkemmin mié#ritetyksi.

Kysymys satunnaisuudesta on lopultakin varsin suhteellinen kii-
site. Tiedimme ennakolta, etti jokainen patteriston tykki ampuu sys-
temaattisesti hieman eri tavalla, vaikka emme kiytinnossi kykene
tiysin hallitsemaan n#itd eroja. Laskiessamame tilastollisessa mielessé
niiden erojen vaikutusta esim patteriston hajontaan (kyseessi siis
suuri mi#ré patteristoja), voimme kisitelld niiti satunnaisluontoisina.
Mutta tutkiessamme yhden tykin hajontaa, jai tillainen poikkeama
systemaattisena ja hajontaan vaikuttamattomana pois. Tarkasti ottaen
meidiin on kiisitettiivi yhdelle ainoalle laukauksellekin ominainen
poikkeama, joka kaikissa muissa suhteissa on tdysin satunnainen,
juuri kyseisen laukauksen osalta systemaattiseksi. Edelleen tiettyi
maalia ammuttaessa esiintyy vain sen suhteen systemaattisia poikkea-
mia, virheits, jotka yleisesti, kaikkia maaleja ajatellen, ovat satunnai-
sia. On siis varottava jyrkiisti pitimisti toisia poikkeamia tai virheitd
aina satunnaisina, toisia systemaattisina, harkitsematta tarkemmin teh-~
tivin asettelua.

Kysymys jakautumasta merkitsi samaa kuin satunnaissuuretta kos-
kevien todenniikdisyyksien laskeminen. Kun jakautuma on epijat-
kuva, portaittain muuti:uva1 saavat todenniksisyydet pisteittﬁin nol-
kaisessa pisteessii nolla, mutta ns kertyméfunktio kasvaa pis-
teestdi toiseen siirryttédessii ja sen derivaatta, tiheysfunktio, an-
taa varsinaisesti kuvan todennikdisyyksisti tai esiintymien lukuisuu-
desta kunkin pisteen ympiristossa.

Hajontaa ‘kuvaavina tunnuslukuina tulevat tavallisimmin kyseeseen

— keskiméirdinen poikkeama eli poikkeamien (itseisarvojen) kes-

kiarvo

— standard.lpoxkkeama eli keskihajonta, mybs nelivkeskivirhe tai

vain keskivirhe

— todenndkdinen poikkeama tai virhe, my6s neljinnes- eli kvar-

tiillipoikkeama. .

Kaikki néimé poikkeamat voidaan laskea 1-, 2- tai 3-ulotteisia ta-

pauksia varten., Tasossa ja avaruudessa voimme silloin puhua side-
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poikkeamista ja niiden komponenteista eri ulottuvuuksissa. Keski-
arvon tai muidenkin keskilukujen poikkeamia nimitdmme tarkoituk-
senmukaisuussyistéd tavallisimmin virheiksi.

b. Poikkeamat ja niiden suhdeluvut

Tehtivd on joskus sen laatuinen, ettd voimme ennakolta, ilman ha-
vaintoja ja kokeita, laskea em poikkeamien numeroarvot. Toisinaan
tunnemme tarkasteltavan suureen tarkan arvon, mutta emme ole sel-
villi sen hajonnasta, mikid niin ollen on mitattava ja laskettava. Ehk#
tavallisimmin olemme tilanteessa, jolloin emme tunne suureen oikeata
arvoa emmekid hajonnan ominaisuuksia. Laskelmat muodostuvat kus-
sakin tapauksessa erilaisiksi.

Esimerkkind tapauksesta, jolloin ennakolta tunnemme laskuissa
tarpeelliset arvot, on osumatodenniikdisyyksien laskeminen Poissonin
jakautuman mukaan suurehkon aluemaalin sisdlld oleviin korsuihin
ym rakenteisiin, joiden haavoittuva pinta-ala on tunnettu. Laukaus
(iskemé-) luku n, aluemaalin suuruus A ja rakenteiden haavoittuva
pinta-ala a maéérittivit keskiméiirdisen iskemilluvun ] = EAE maalia
kohti, jolloin jakautuma (0, 1, 2 ... osumaa) on suoraan laskettavissa,
samoin standardipoikkeama = V.

Kun tutkimme patterien tai patteristojen yleisti osumatarkkuutta
pistemaaliin tietylld ampumaetiisyydellid, on meilld jokaisessa ammun-
nassa maalin paikka ennakolta tiedossa, mutta poikkeaman suhteen on
tyydyttivd likimiédrdiseen madrittelyyn, silld oikeata iskemikeskipis-
tetti emme saa aivan tarkasti selville, Mittaamalla laukausten poik-
keamat maalista ja ottamalla keskiarvo joka ammunnassa, on osuma-
tarkkuuden tunnusluvut likim#irin laskettavissa. Ollaksemme tark-
koja on iskemikeskipisteen méidrittimisvirhe otettava t#lléin vidhen-
nyksenid huomioon siten, etti maalipoikkeamien varianssista (stan-
dardipoikkeaman nelié) vihennetiiin iskemikeskipisteen (mééritys-)
virheen varianssi. Vastaava tilanne voi muodostua my6s silloin, kun
poikkeamien mittaluvut jaidivét epitarkoiksi puutteellisten mittaus-
menetelmien vuoksi.
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Jos edelleen tutkimme ammuntatekijoiti siind mielesséd, etti ha-
luamme laskea hajonta-arvot (oikean) iskemékeskipisteen suhteen,
joudumme myos pulman eteen siini, etternme saa tarkoin selville iske-
mikeskipisteen sijaintia. Laukausten hajonta on laskettava iskemi-
kuvion painopisteestdi, mikéi kuitenkaan ei tarkoin yhdy oikeaan iske-
mikeskipisteeseen. Tami seikka on otettava ja voidaan ottaa tarkkuu-
teen pyrittiessi laskuissa huomioon.

Kiytimme seuraavia merkintdja

k = keskimé#iriinen poikkeama

s = standardipoikkeama (etenkin koko perusjoukon, siis oikeasta

ja tarkasta poikkeamasta on vakiintunut merkinti oi, sigma)

t = todenniikdinen poikkeama (nimitys sivilikdyttssd vanhentu-

nut, mutta kannattanee siilyttdé sotilastermini)

Tasossa liitdimme alaviitan i-, joten saamme

k. = keskimiiriinen sidepoikkeama

s, = standardisidepoikkeama

t. = todenniikéinen siidepoikkeama

Avaruudessa kiytdimme alaviittaa R, jolloin vastaavat poikkeamat
ovat kg, sz ja ts.

Keskimiéiirdinen poikkeama lasketaan keskiarvosta, ellei oikea suu-
reen arvo ole tunnettu. (Jos se erikoistapauksessa lasketaan keskeis-
arvosta, saadaan sille pienin mahdollinen arvo.) Kun poik-
keamaa yleisesti merkitsemme p,, on keskimi#rdinen poikkeama ta-
pausluvulla n

Ipd + ... + Ipal

- L J
n

Jos standardipoikkeama voidaan laskea suureen oikeasta keskiar-
vosta (odotusarvosta) tarkasti mitattuja poikkeamia kiiyttdien, se on

n

tai suureen havaintoarvoista x, X. ..., X, suoraan laskettuna, kun
oikea arvo (odotusarve) on x,

Vx1’+...+x..’ R
s = —_— T — X,
n
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Kun n on suuri, voidaan menetelli ndin, vaikka (virheettomit)
mittaukset onkin tehty havainnoista saadusta keskiarvosta. Sama kos-
kee kiytinnossi tapauksia, jolloin poikkeamien mittaaminen tai muu
midrittiminen on suoritettu epétarkasti, eiki senvuoksi pyritikidn
suureen lopputarkkuuteen.

Todennikdinen poikkeama t on suuruudeltaan sellainen, ettd sitéd
pienempii ja suurempia poikkeamia esiintyy yhtd paljon. Usein se las-
ketaan johtamalla muista poikkeamista (muuntamiskertoimilla).

Jos mittausten lihtokohtana on havaittu (siis likim#i#rdinen) keski-
arvo, on em tavalla saadut poikkeamat periaatteessa (normaalijakau-

] / n
tumassa) kerrottava juurilausekkeella T joten esim standardi-

poikkeaman tarkempi arvo silloin on

-
[Néin lasketun standardipoikkeaman jakautuma on kiiytinnolliselld
tarkkuudella normaali, kun n (tarkemmin: vapausasteiden luku) nou-
see yli 30.]

Tarkempi laskutapa antaa suuremman lopputuloksen. Mittausten
epatarkkuus vaikuttaa samalla tavalla, joten usein on siis aiheetonta
kidyttda tarkempaa kaavaa.

Oikeasta arvosta mitattujen poikkeamien avulla laskettu standar-
dipoikkeama (juuren alla n) ja keskiarvosta tarkalla tavalla laskettu
poikkeama (juuren alla n—1) ovat samanarvoisia, ellei n ole aivan
pieni luku.
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Keskiarvon standardipoikkeama eli keskivirhe on

So=_5:__=]/p,’+...+p,.' tai hieman tarkemmin
vn n
(kerrointa ]/ n
kiyttien) n—1
4/ + ... + p koska se lasketaan tie-
Se = o 1) tenkin havaintoihin
perustuen.

(Erikoisuutena, josta joskus on hyotyi mainittakoon, ettd tiheys-
funktion kuvaajassa on kiiinnepiste yhden standardipoikkeaman pi#zs~
séd keskustasta.)

Suhdeluvut keskeisarvon keskivirheen laskemista varten on esi-
tetty edelld taulukossa 1 ja hajonta-alueen puolittamisella saadun ha-
jontakeskuksen keskivirheen suhdeluvut taulukossa 2.

Siind yksinkertaisessa tapauksessa, etti poikkeamat k ovat eri ak-
selien suunnissa yhtd suuret (k. = k, = k,) ja ettd ne ovat vain
radiusvektorin funktioita (normaalijakautuma ei vilttimiton), saa-
daan seuraavat kiinteiit suhdeluvut

2
k =—k = 06366k = 05k,

k8
™ ™
k, = Y k = 15708 k = e ks = 0,7854 k»

4
kr =2k = —k, = 12732 k,
T

Esim 1. Heittimellda ammuttaessa havaitaan, etti pituus- ja sivu-
poikkeamat ovat suunnilleen yhtd suuret, kumpikin keskimiiirin = a.
Sédevirhe k, on silloin keskimiiirin = 1,57 a.

Esim 2. Keskituuli vaihtelee puuskaisuuden takia siten, etti puus-
kakomponentit kaikkien kolmen akselin suunnissa ovat suunnilleen
1 m/sek. Horisontaalinen siidepoikkeama (k,) keskituulesta on silloin
157 m/sek ja kokonaispoikkeama (k:) 2 m/sek, jolloin siis vertikaa-
linenkin heilahtelu on otettu mukaan,
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Varsin tavallinen on tapaus, jolloin akselien suunnissa vallitsee
normaalijakautuma, mutta keskimizirdiset poikkeamat k., k; ja k, ovat
eri suuret. Ellei suurimman ja pienimmiin keskimi#riisen poikkeaman
suhde ole kovin suuri (korkeintaan 2), voimme tyytyd seuraaviin liki-

siiriiskaavoihin

k, = 157 V'k - k,

3
kep = 2 V’kx'ky'k-

Standardipoikkeamien keskiniiiset suhteet ovat hyvin yksinkertai-
set. Jakaantumislaista riippumatta saadaan, jos eri akselien suuntaisia
standardipoikkeamia merkitdin s., s, ja s.:

s = Vs + s
w= VT IS E

Jos akselien suuntaiset poikkeamat ovat yhtédsuuret = s, supistu-
vat kaavat seuraaviksi:

S = st=1.41425
= =) 38s=1732s

Todenniikdisten poikkeamien keskiniiset suhteet riippuvat jakau-
tumalaista. Jos jakautuma on normaali ja sama kaikkien akselien
suunnissa (= t), on 50 % kaikista tapauksista sisiltivin todennikdi-

syysympyrin side
t. = 1.7456 t

Jos taas todennilkéiset poikkeamat akselien suunnissa ovat erilaiset,
t, t, ja t., ovat vastaavan todenniikdisyysellipsin puoliakselit

a = 1.7456 t,
b = 1.7456 t,

ja ellipsoidissa vastaavasti lisiksi
c = 1.7456 t,
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Mikili korv e ellipsin ympyralls, sa e likimiiri

t. = 1.75 l/ by
50 %:n todenniikdisyyspallon siide saman normaalijakautuman valli-
tessa akselien suunnissa (todennik. poikkeama = t) on

tn = 2.2805 t

Jos jakautumat akselien suunnissa ovat erilaiset, voidaan kyseinen
todenniikdisyysellipsoidi korvata pallolla vastaavasti kuin tasossa el-

3
lipsi (ta = 228 /R, %),

Edells on verrattu toisiinsa saman lajisia poikkeamia. On vield tar-
peen rinnastaa keskeniiiin eri laatuiset poikkeamat. Jos jakautuma on
normaali ja sama akselien suunnissa, saadaan

]/2
k = — s = 07979 s

T
ke = ]/"— s = 1.2533

2

2
kn=2]/i s = 15958 s

ki

Voimme kiyttdd myds seuraavia likiarvoja

k, = 125 ]/s, - 8
3
kn=1.6 VS;'S,'S.
jolloin jélleen suurin akselin suuntainen keskipoikkeama ei saisi pie-
nempéén verrattuna olla suurempi kuin kaksinkertainen.

Vastaavasti saamme, kun jakautuma on akselien suunnissa sama
ja normaali

t = 06745 s
t 11774 s
te = 15382 s
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tai poikkeamien akselien suunnissa ollessa erilaiset

t: =118 Vs s
3
te =154 ) s -8 -s
Edelleen saamme
k =11830 ¢t

k. = 1.8581 t = 1.0845 t,
kp = 23659 t = 1.0374 t;
kun akselin suuntaisilla jakautumilla ei ole eroa, tai likiarvoisesti,
erojen ollessa vihiisid
k. = 18 }t. -t
3
ke, = 2.37 te oty - 1,

Esim. Kiviirilli 100 m matkalla ammuttaessa on saatu todennikéi-
siksi poikkeamiksi pysty- ja vaskasuunnissa 3 em. Vastaava keski-
miirdinen poikkeama on silloin k = 1,18 - 3 = 35 cm, todennikdi-
nen sidepoikkeama t. = 1,75 - 3 = 5,25 e, keskimiirdinen siide-
poikkeama k, = 1,86 - 3 = 5,6 em. Standardipoikkeamat ovat s =

3/06745 = 44 cm, s, = /72 s = 625 cm.
Esitimme vield seuraavan yhteenvetotaulukon:

TAULUKKO 4

niiset muuntamiskertoimet normaslijakautumassa ja akselien suun-
taisten komponenttien ollessa yhtid suuret

k = = 0.6366 k. = 0.5000 k.
= 11830 t = 0.6777 t. = 0.5187 t,
= 0.7979 s = 05642 s, = 0.4607 sx

k. = 15708 k = 0.7854 kj
= 18581 t = 1.0645 t, = 0.8148 t,
= 1.2533 s = 0.8862 5, = 0.7236 s
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ks = 2.0000 k = 1.2732 k,
= 23659 t = 1.3553 t. = 1.0374 t;
= 15958 s = 1.1284 s, = 0.9213 s;
t = 0.8453 k = 0.5382 k, = 0.4226 k,
= 05729 t, = 0.4385 t;
= 0.6745 s = 04769 s, = 0.3894 s,
t, = 1.4756 k = 09394 k, = 0.7378 k;
= 1.7456 t = 0.7654 ts
= 117714 s = 0.8326 s, = 0.6798 sz
ts = 1.9278 k = 1.2273 k, = 0.9639 k;
= 22805 t = 1.3064 t.
= 15382 s = 1.0877 s, = 0.8881 s;
s = 12533 k = 0.7979 k., = 0.6267 k;
= 14826 t = 0.8493 t. = 0.6501 t,
, = 07071 s, = 0.5774 s»
s, = 17724 k = 11284 k, = 0.8863 k:
= 20967 t = 1.2011 t. = 09194 t;,
= 14142 s = 0.8165 sz
s = 21708 k = 1.3820 k, = 1.0855 k;,
= 25679 t = 14700 t, = 1.1260 t,
= 1.7321 s = 1.2247 s,

(Taulukko tekijiin laatima)

c. Hajonta-alueen pituus

Hajonta-alueen pituus (esim ammunnassa pisimmin ja lyhimmin
iskemiin vili) antaa nopeasti likiméiirdisen kisityksen hajonnan suu-
ruudesta. Alla esitetééin normaalijakautumaa koskeva taulukko, jossa
hajonta-alueen keskimifrdinen pituus ilmaistaan standardipoikkea-
mina ja todennikéisinii poikkeamina tapausluvusta n (esim iskemé&-
Juku) riippuvana. Hajonta-alueen pituuksien jakautuma on vino:
moodi on keskimiiiirilistd arvoa pienempi. Koska arvot ovat horjuvia,
esitetdéin tapauslukuun 20 asti myés ne pituuksien arvot standardi-
poikkeamina, joita satunnaisista syisti ei 99 %:n varmuudella ylitetd
tai my6skiiin aliteta. Suuremmille tapausluvuille kuin 20 ei viimeksi
mainittuja arvoja yleensi esitetii, koska se saattaisi olla harhaan joh-
tavaa. Pienetkin hdiriét normaalijakautumasta (mitd ammunnoistakin
puheen ollen sattuu) pilaavat tilloin heti tarkkaa normaalijakautu-
maa koskevat tulokset, koska ne riippuvat kokonaan kaukana hajon-
nan keskuksesta olevista reuna-arvoista.



Taulukko 5
Hajonta-alueen keskimiiiiriimen pituus
Tapaus- Keskim. pituus 99 %:n varmuudella

1 .-h- tﬁﬁn i wn

n . vanin! enintaan
stand.p. tod.ndk.p. stand.p. stand.p.

2 1.128 1.673 0.02 3.64
3 1.693 2.509 0.19 412
4 2.059 3.052 0.43 4,40
5 2.326 3.448 0.66 4.60
6 2.534 3.758 0.87 4.76
7 2.704 4.009 1.05 4.88
8 2.847 4.221 1.20 4.99
9 2.970 4.403 1.34 5.08
10 3.078 4.563 1.47 5.18
11 3.173 4.704 1.58 5.23
12 3.258 4.831 1.68 5.29
13 3.336 4,946 1.77 5.35
14 3.407 5.061 1.86 5.40
15 3.472 5.147 1.93 5.45
16 3.532 5.237 2.01 5.49
17 3.588 5.319 207 5.54
18 3.640 5.397 2.14 5.57
19 3.689 5.469 2.20 5.61
20 3.735 5.537 2.25 5.65
21 3.778 5.602

22 3.819 5.663

23 3.858 5.720

24 3.895 5.775

25 3.931 5.828

30 4.086 6.057

35 4.213 6.247

40 4.322 6.407

45 4.415 6.546

50 4.498 6.669

55 4.572 8.778

60 4.639 6.877

65 4.699 6.967

70 4.755 7.049

5 4.808 7.125

80 4.854 - 7.196

85 4.898 7.262 N

90 4.939 7.323

95 4.978 7.381

100 5.015 7.436

150 5.298 7.856

200 5.492 8.143

300 5.756 8.533

400 5.936 8.801

500 6.073 9.004

1000 6.483 9.612
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(Keskim. pituudet stand.poikkeamina LHC Tippett, Biometrika 17,
1925 ss 386—387, tekijd laskenut tod.ndk.poikkeamat. Viimeiset sarak-
keet A Hald: Statistical Tables and Formulas, 1952 ss 60—61.)

Esim 1. TykillA ammutaan 10 laukausta ennakolta tunnetun toden-
nikdisen poikkeaman ollessa 20 m. Jos koe suoritetaan useampaan
kertaan ja mitataan hajonta-alueen pituus joka kerta erikseen, on odo-
tettavissa oleva keskiarvo 4.56 X 20 m = 91 m ja vain yhdessi tapauk-
sessa sadasta jad joku yksittdisarvo pienemmiksi kuin 1.48 x 1.47 X 20
m = 435 m ja yhtdi harvoin sattuu suurempia arvoja kuin 148 X
5.16 X 20 m = 153 m (kerroin 1.48 otettu taulukosta 4).

Esim 2, Tiede ja Ase N:o 13:ssa vuodelta 1955 sivulla 252 on tekija
keinotekoisiin koesarjoihin nojautuen esittinyt, etti tykin hajonta-
alueen kiytinnollinen minimipituus on 25 % ja maksimipituus 225 %
keskim#idirdisesti arvosta, patterin vastaavasti 60 % ja 170 % seki
patteriston 70 % ja 150 %. Kysymyksessd on iskun ampuminen, jol-
loin vastaavat laukausluvut ovat 6, 24 ja 72. Edelleen on todettu, etti
paitsi tykin myds patterin hajonnan jakautumaa voidaan pitdi kuta-
kuinkin normaalina, patteriston hajonnan sensijaan jossakin miirin
poiketessa normaalista. Kontrolloimme niilld edellytyksilld tuloksen
ensin tykin osalta. Taulukossa 5 vastaa tapauslukua 6 keskimiirdinen
arvo 2534, josta 25 % tekee 0.633. Timi jid alle taulukon ”vihin-
téin”-sarakkeessa ilmoitetun luvun 0.87, joten sen todennikdisyysluku
on alle 1 prosentin. Tarkempi graafinen interpolointi alkuperiisesti
taulukosta antaa tuloksen 0,2 %. Siis esitetty kiytinnéllinen minimi
alitetaan 2 tapauksessa tuhannesta. 225 % keskiarvosta taas tekee 5.702
ja "enintidiéin”-sarakkeesta loydimme luvun 4.76. Tarkempi vertailu
jélleen osoittaa, etti esitetty maksimi (mikdi on ammunnasta puheen-
ollen vaarallisempi) ylitetiin harvemmin kuin yhdessi tapauksessa
tuhannesta. Patterin osalta on alkuperiisessii taulukossakin turvau-
duttava interpoloinnin ohella myds ekstrapolointiin. Minimi& ei aliteta
useammin kuin 5 tapauksessa tuhannesta ja maksimi ylitetdsin har-
vemmin kuin yhdessi tapauksessa tuhannesta. Patteriston osalta ei
tarkistusta voida suorittaa.
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