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KATSAUS PELITEORIOIHIN

Professori O Hellman
1. YLEISTA

Matemaattisia menetelmii k#ytetdin monessa yhteydessid padtoksenteon tukena.
Tavallisimmin on kysymyksessid optimointitehtidvé, jolloin joukko parametreja halu-
taan valita niin, ettd jokin funktio saa suurimman tai pienimmin arvonsa. Tall6in pa-
rametrien valitsijalla on tdysi vapaus suorittaa valintaansa. Hinen ei tarvitse ottaa
huomioon vastapuolen mielipiteitd tai toimenpiteitd. Sotilaallisissa ja poliittisissa so-
vellutuksissa tilanne on toinen: vastapuolen reagointi tulee arvioida ja ottaa huomioon
jo omaa toimenpidettd suunniteltaessa. Toiminnassa saattaa olla mukana useitakin
osapuolia, joilla saattaa olla eridvii tavoitteita. Osapuolet voidaan t4lloin usein jakaa
kahteen ryhmaiin, joilla on tdysin vastakkaiset intressit. Parametrien valintaa suoritta-
massa on nyt kaksi osapuolta, joista toinen haluaa valintojen tulosta kuvaavan kritee-
rifunktion arvon tulevan mahdollisimman suureksi, kun taas toisen osapuolen tavoit-
teena on mahdollisimman pieni kriteerifunktion arvo. Peliteorioiksi kutsutaan sellai-
sia matemaattisia teorioita, jotka pyrkividt auttamaan paitéksenteossa silloin, kun
mukana on kaksi tai useampia osapuolia, joiden edut ovat ristiriidassa kesken#én.

Peliteorian kisitteisto6n ja ajattelutapaan tutustuu parhaiten matriisipelin yhtey-
dessi. Peliteoria alkoi kehittyd toisen maailmansodan aikana juuri matriisipelistd.
Seuraavassa kisitellddnkin ensin verraten pitkddn matriisipelia. Piddpaino pannaan
kisitteiden selvittdmiseen ja ldhtokohtien arvostelemiseen. Timéa on mahdollista tur-
vautumatta sithen pisimmille menevidid matemaattista koneistoa soveltavaan meto-
diikkaan, joka on modernin peliteorian alan kirjan lukijaa vastassa jo lihes ensimmi-
sella sivulla.

2. MATRIISIPELIT

On luontevinta aloittaa yksinkertaisella esimerkills.

Esimerkki 1. Puoli A lihettad puolen B alueelle kaksi pommikonetta, ko-
neet 1 ja I1. Télloin lent4i 1 edelld ja I1 perissd. Toinen pommikoneista kuljettaa vety-
pommia, ennakolta ei tiedetd kumpi, toisen toimiessa suojakoneena. Pommikoneilla
on sama aseistus. Kun puolen B hivittdjd hyskkii peridssd lentdvii pommikonetta I1
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vastaan, joutuu hivitt4ji vain timén tulituksen kohteeksi. Edelld lentivd pommikone
ei voi osallistua torjuntaan, koska pommikone I1 on sen ja maalin vilissi.

Téss4 tilanteessa torjutaan hévittdja todennikoisyydelld 0,3. Jos hivittdja valitsee
kohteekseen pommikoneen I, joutuu se kummankin pommikoneen torjuntatulen koh-
teeksi ja torjunta onnistuu todennikdisyydelld 0,7. Elleivdt pommikoneet onnistu tor-
jumaan hévittdjikonetta, ampuu tim4 valitsemansa pommikoneen alas todennikoi-
syydelld 0,6.

Puolen A on esimerkissimme tehtdvi valinta: pommin sijoittaminen joko pommi-
koneeseen I tai pommikoneeseen II.

Puolen B hivittdjin valinta on joko pommikone I tai pommikone II.

Otetaan kiytt66n seuraavat merkinnit:

A, — pommi on sijoitettu pommikoneeseen I

A, — pommi on sijoitettu pommikoneeseen II

B, — hiévittdjin hytkkédys kohdistuu pommikoneeseen I

B, — hévittdjan hyokkiys kohdistuu pommikoneeseen 11

Kumpikin osapuoli tekee valintansa salaisesti. Hy6kkdyksen tulosta luonnehditaan
todenndkoisyydelld, ettd puoli A pystyy kuljettamaan pomminsa perille. Merkitddn
tapausta, ettd pommi on ensimméisessd pommikoneessa ja havittdji valitsee kohteek-
seen ensimmaiisen pommikoneen symbolilla A B,. Edelleen merkitddn puolen A toi-
minnan onnistumisen todennikdisyys tissd tapauksessa P(A,B,). Nyt onnistuu havit-
tdjdn torjuminen pommittajilta todennikdisyydelld 0,7, jolloin pommi p#désee perille
todennékoisyydelld 1,0. Toisena vaihtoehtona, todennikdisyydelld 0,3, epdonnistuvat
pommittajat hivittdjin torjunnassa, jolloin pommikone I tuhoutuu todennikéisyy-
dellad 0,6 eli pommi péisee perille todennikéisyydelld 0,4. Siis kaiken kaikkiaan puoli
A saa pomminsa perille tapauksessa A B, todennikdéisyydelld

PAB)=0,7%x1+ 0,3 x (1—0,6) = 0,82
Jéljelldolevat valintakombinaatiot ovat A,B,, A B, ja A,B,, jolloin vastaavat todenni-
koisyydet sille, ettd puoli A saa pomminsa perille ovat
P(A,B) = 1
P(AB) =1
P(AB) = 0,3 x 1+ 0,7(1—0,6) = 0,58
Edellid esitetyt seikat on luontevaa jirjestdd seuraavaan matriisimuotoon, mista
nimitys matriisipeli seuraa:

B, | B, Kuva 1
A l0,82] 1
A,1 110,58

Esimerkin p#itoksentekotilanteen selvittiminen rakentuu timén matriisin ympirille.
Kysymykseen palataan myShemmin.
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Kun osapuolien A ja B vilille on muodostunut esimerkin mukainen pelitilanne,
laatii kumpikin omalla tahollaan pelimatriisin. Matriisipelin perustapauksessa on
kummankin puolen matriisi tarkalleen sama. Seuraavassa tarkastellaan perustapausta
seikkaperdisesti. On kuitenkin selvii, ettd yleensi pelaajat A ja B paityvit erilaisiin
matriiseihin.

Matriisipelin peruskésitteiden ja ominaisuuksien selvittiminen on luontevaa tehdd
jonkin konkreettisen numeroarvoja sisiltavin matriisin avulla. Vaikka edellisen esi-
merkin matriisi jo olisi tillainen, on tarkoituksenmukaisempaa kayttdd laajempaa
matriisia, esimerkiksi seuraavaa
B|B|B|B|a Kuva 2
,10,9(0,4]0,2]0,1]0,1

A
A,10,3(0,6(0,8(0,7]0,3
A

0,510,7{0,210,410,2
+/0,010,210,311,0]0,0

b,{0,9]0,7/0,81,0

-

Kummallakin pelaajalla on siis valittavissa nelji erilaista strategiaa. Kullekin siirtopa-
rille A;B, on taulukossa luku, jonka pelaaja A toivoo mahdollisimman suureksi ja pe-
laaja B mahdollisimman pieneksi. Siirtojen oletetaan jilleen tapahtuvan samanaikai-
sesti siten, ettd kummankin pelaajan valinta tulee nidkyviin samanaikaisesti. Valintaa
harkitseva pelaaja B pohtii tilannetta seuraavasti: jos A valitsee siirtonsa A, tulisi mi-
nun valita siirto B,, koska pelin tulos on tdlléin kannaltani edullisin, pienin mahdolli-
nen eli 0,1. Jos tietdisin varmuudella, ettd A valitsee strategian A, tulisi minun valinta-
ni olla B, jolloin pelin tulos olisi 0,3. Téll4 tavoin B kay lapi kaikki A:n neljd strategi-
aa ja muodostaa matriisin viereen Kirjoitetun pystysarakkeen a,. A harkitsee vastaaval-
la tavalla: jos B valitsisi strategiansa B, tulisi minun ehdottomasti valita strategiani A,
koska pelin tulos olisi talléin kannaltani paras mahdollinen eli 0,9. Pelaajan B strate-
gioita B,, B,, B, ja B, vastaamaan saa A luvut 0,9, 0,7, 0,8 ja 1,0, jotka on kirjoitettu
matriisin alle vaakariviksi b;.
Olkoon nyt kysymyksessi allaolevan matriisin mukainen peli.

BB, ..B, a Kuva 3
Ala,fa, a,| &
Al a,]ay, | 3,
Am aml amz amn gm
bbb, b,
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Siind on pelaajalla A kaikkiaan m strategiaa ja pelaajalla B kaikkiaan n strategiaa.
Matriisin yhteyteen on merkitty lisiksi edellisen esimerkin sarakkeet a, ja b,. Luvut 3
on nyt valittu seuraavasti:

min
& = . @
)
missd j kidy ldpi kaikki arvot 1 . . . n. Edelleen, luvut b, on valittu seuraavasti
b = miax ;
missd i kdy l4pi kaikki arvot 1 ... m.

Nyt kumpikin pelaaja siirtyy tarkastelemaan vastapelaajan tulosrivii. Pelaaja B
laatii a, -rivin ja nyt siis A tutkii sitd. TAma tapahtuu luonnollisesti siten, ettd pelaaja A
itse laatii matriisista pelaajalle B kuuluvan pystyrivin a,.. On ilmeisti, etté valitsemalla
strategian A, siten, etti
a =3, = max a = max m-in i

i i )
pelaaja A tiet44d varmuudella pisisevinsi ainakin tulokseen a. Pelaaja B taasen tutkii
nyt vaakarivid b, ja padttdd valita strategiansa B, siten, ettd
b=hb, = m'in b, = m‘in max a,
i ) i
Nyt tietdd hin havidvinsi korkeintaan méirin b.

Kuvan 2 kohdallaona = 0,3jab = 1,0.

Olisi helppo todistaa, ettd jokaiselle matriisipelille on voimassa epayhtal6
max rr!in a < xqin max

-l

. a..
i oj " j Y
vain harvinaisena erikoistapauksena saattaa olla
max min _ min max
R . a4 = R i
1 ) ) 1

harvinaisena erikoistapauksena siind mielessi, ettd kdytinnon probleeman yhteydessi
muodostuvan matriisin kohdalla on edellinen yhtdlé harvinainen. Tillainen matriisi
voidaan tietenkin keinotekoisesti tehd4, esimerkkini allaoleva matriisi.

8|8|B]a Kuva 4
0,110,5!0,9|0,1
0,8/0,4}0,3(0,3
0,710,610,8/0,6
0,810,6(0,9

>

>

g

I

missia = b = 0,6
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Kuvan 2 matriisin kohdalla voittaa A siis ainakin miirdn 0,3 ja B hivida korkein-
taan maddridn 0,7. Pelaaja A voi tietenkin ajatella seuraavasti: mini valitsen strategian
A, ja ehkdpa B valitseekin strategiansa B,. Téll6in min4 voittaisinkin méérédn 0,9 enkd
vain mé#r4s 0,3, joka tosin olisi varma. Jos pelaaja B kuitenkin jostakin syysta valitsi-
sikin strategiansa B, voittaisi A varmaa arvoansa 0,3 pienemméin méirin 0,1. Pelaajan
B ajatuksenkulku saattaisi olla (edelleen kuvan 2 mukaisen matriisin kohdalla) seuraa-
va: Hévidn korkeintaan méairin 0,7, joka tapahtuu silloin kun valitsen strategian B, ja
kun A valitsee strategian A,. Jos kuitenkin valitsen strategian B,, saattaa A valita stra-
tegian A, jolloin hividnkin vain m#irian 0,1. Matriisista ndkyy kuitenkin, ettd A saat-
taa talloin aiheuttaa B:lle suurimman mahdollisen tappion 1,0 valitsemalla strategian
A,

Vaikuttaa siis siltd, ettd pelin siirtoja valittaessa tulee pelaajien A ja B jollakin ta-
voin ldhted edelld selvitetyistd arvoista

= max min a, ja b = min max ;
i ) J 1
ja ndihin tuloksiin johtaneista, seuraavalla ilmeiselld tavalla méiritellyistd siirroista
max min . _ min max
a = d,,= ., .o Ja b = 5= . i
i ) ] 1
jolloin siis yleensa
Ao < Ay

mutta ehké, ainakin teoriassa, joskus
io =il ja jo = jl.

Itse asiassa on jalkimmdinen tapaus pelaajien kannalta toivottava. Todellakin,
kun muistetaan miten luvut a ja b médriteltiin edelld kuvan 3 matriisin avulla, voittaa
A varmasti miarin a = ml_ax min 5 ja B tiet4a havidvansd korkeintaan madrén b =
min miax a, ja jokaisen matriisipelin kohdalla on aina vain kaksi vaihtoehtoa: joko
4 <« btaia = b.Tapauksessaa < b toivoo A voivansa tehdé jotakin siten, ettéd
hin nostaa saavutuksensa a johonkin arvoon a!. Pelaaja B vuorostaan haluaa keksid
jonkin jérjestelyn siirtojensa valinnan yhteydess4 siten, ettd hin saa pelinsi tuloksen b
jotenkin paranemaan arvoon b!. Nyt kuitenkin

A< a<b<bhb
joten parhaassa tapauksessa ona' = b
Kuvan 4 matriisi on tyyppid a = b, siind
mia" "}‘“ a, = 0,6 ja ™M 5 — 06
Pelaajan A tulee siis soveltaa strategiaa A, ja pelaajan B strategiaa B,. Ndin jopa sil-
loinkin kun pelissi on useampia siirtoja, jotka toistuvat luonteeltaan samanlaisina:

kumpikin pelaaja tekee siirtonsa valinnan toiselta salassa ja siirrot tulevat julki
samanaikaisesti.
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Nyt on huomattava, etti sirtoja valittaessa rationaalisesti ei varsinainen veikkaus
(uhkapeli) tirkeitd ratkaisuja tehtédessi tule kysymykseen. Puongn A tulee perustaa toi-
mintansa paljolta sithen miti hidn varmuudella tulee saamaan aikaan. Samoin joutuu
B ldhtemiin siitd suurimmasta mahdollisesta tappiosta, mihin hanen toimintansa voi
paityd. Kuvan 4 matriisin kohdalla ei siis A valitse strategiaansa A, vaikka erddni
mahdollisena tuloksena on 0,9, koska toisena yhtd mahdollisena tuloksena on 0,1.

Oletetaan nyt, etti kuvan 3 matriisin kohdalla on

m?x n;m aiI< mjm miax a, = b
Pelaaja A ei ole vilttdmittd tyytyviiinen varmaan tulokseensa a pelaajan B toivoessa
hdvidvinsd vihemmén kuin méd4rin b.

Mikili pelissd on vain yksi siirtopari ja mikili sellaisia riskeji ei oteta, jotka mah-
dollistaisivat varmoja tuloksia huonommat tulokset, ei pelissa kummankaan kannalta
ole mitéin tehtiévissi. Jos kuitenkin siirtoparin muodostaminen on usein toistuva ta-
paus, on pelin tuloksen parantaminen mahdollista. Voidaan ldhtei siitéd, ettd jos jom-
pikumpi pelaajista soveltaa siirtojensa valinnasta jotakin ilmeist4 sddntdé, vastapelaa-
ja péittelee tuon siinndn havainnoistaan ja soveltaa titi tietoa itselleen edullisella ta-
valla. On ilmeist4, ettd soveltamalla selvidd sddntdd pelaaja toimii epdedullisesti.

Intuitiivisesti tulee tietenkin mieleen valita siirrot satunnaisesti, turvautumatta mi-
hink4i4n deterministiseen algoritmiin. Siirtojen satunnainen valinta, pelaajan A koh-
dalla strategioista A, A,, . . . , A, ja pelaajan B kohdalla strategioista B, B,, . . . , B,
voidaan tehdi monilla eri tavoilla. Naist4 tavoista tulee valita tietenkin jossakin mie-
lessi paras mahdollinen.

Merkitddn nyt, kuvan 3 matriisipeliin liittyen, pelaajan A satunnaisvalintasiintd
vektorina

X = KpXp oo oy X Sx = I
=1

a =

sekd pelaajan B satunnaisvalintasddnto vektori
Y=(Y|sY;;--~’yn)! éyj=l
j=1

Talloin pelaaja A arpoo strategiansa siten, ettd strategia A, tulee tulokseksi todenni-
koisyydelld x,. Samoin saa pelaaja B strategiansa B, todennikoisyydelld y,. Ajatellaan
nyt, ettd pelaajat arpovat siirtonsa kerran viikossa. Pelin tuloksena on viikottain luku-
na ilmoitettavissa oleva tulos, joka koituu pelaajan A hyviksi ja on pois pelaajalta B.
Pelin kulku on edelleen sama kuin aikaisemminkin: valitut siirrot tulevat kummallekin
pelaajalle tietoon samalla hetkelld, jolloin myés (pelimatriisista lukien) pelin tulos sel-
vidd. Kun aikaa kuluu, kertyy niistd viikottaisista pelin tuloksista lukujono, jonka al-

kiot vaihtelevat satunnaisesti pelaajien soveltamien satunnaislakien X = (x,, X, - . . ,
xJjaY =y, Vs ...,Y) mukaisesti.
Mutta miten tulisi satunnaislait X = (x,, X,, . . . ,X,)jaY = (¥,, ¥5 . . . , ¥a) vali-

ta, jotta peli sujuisi pelaajien toivomalla tavalla. Kun pelien tuloksena saadaan satun-
naislukujen jono, sujuu peli pelaajan A kannalta hyvin, jos lukujonon alkiot ovat kes-

13
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kimidrin suuria. On luonnollista vaatia, pelaajan A kannalta, ettid keskiarvo

"M 3

R m

= Xy
i=1 j=1
on mahdollisimman suuri. Samoin toivoo B timin keskiarvon olevan mahdollisim-
man pienen. Pelaaja A pyrkii nyt pidméaarddnsi vektoria X = (x,, x,, . . . , X,;) SOpi-
vasti valitsemalla ja pelaaja B menettelee samalla tavoin vektorinsa Y = (¥,, ¥, - . - »
y.) kanssa. Merkitdin nyt

m n
EXY) = & 2 %aY
i=1 j=1
jolloin, edelli esitettyd hieman modifioiden, voidaan todeta ettd aina

max min E(X,Y) < min M E(X,Y).

Satunnaisvektoreiden avulla suoritettavaan strategioiden valintaan ryhdyttiin, kun
haluttiin parantaa matriisipelin tulosta pelaajan A kannalta.Koska peli etenee periaat-

teessa pAattymattdmini jonona strategioiden A, ..., A, ja B,, . .., B, valintoja,
valitsee pelaaja A nyt satunnaisvalintasidntonsi X = (x,, X, . . . , X,,) siten, ettd
epiyhtilo

_ Mmax min , < max min
_a. = i J aij X Y E(X’Y)

on mahdollisimman hyvin voimassa. Pelaajan B valitsee satunnaislain Y = (y,,
Vi - - - » ¥,) Siten, ettd epayhtils

min max min max
v . EXY)< G = b ,

on voimassa mahdollisimman hyvin. Siis nyt

max min < min max
a< T RTEXYN < TP RFEXN< b

Parhaassa tapauksessa olisi ilmeisesti

max W EY) = TP MEX Exy)

Nyt voidaan todistaa (todistukseen ei tdssi yhteydessd puututa), ettd jokaiselle matrii-
sipelille 16ydetdin vektoripari (X*,Y*) siten etté
E(X*,Y*) = m;(‘" "3“ E(X,Y) = m“{“ m;" E(X,Y)
eli toisin sanoen, ettd
E(X,Y*) < E(X*Y¥% < EX%Y)
jokaiselle vektoriparille (X,Y).

Tarkastellaan nyt alussa esitettys esimerkkid, missi kaksi pommikonetta lensi pe-
rikkdin ja niditd torjui yksi hivittdjd. Jotta strategioiden satunnaisvalinta tulisi kysy-
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mykseen, tulee tutkittavan operaation olla toistettavissa samanlaisena mielivaltaisen
useasti. Kuvattu lihestymislento ajatellaan siis esim. pdivittdin tapahtuvaksi ja edel-
leen oletetaan, etti torjumaan lihtee aina vain yksi hivittdjidlentokone.

Tiassd kohden todetaan luonnollisesti, ettd nidin tuskin koskaan voi olla asianlaita.
Matriisipeli strategioiden satunnaisvalintoineen ei siis voisi tulla kysymykseen todelli-
sen suunnittelun [dhtokohtana. T4m4 pitd4 tdysin paikkansa: matriisipeli ei tule kysy-
mykseen, ellei pelitilanne ole toistettavissa, vieldpi niin ettd kumpikin osapuoli menet-
telee aina samoin, mielivaltaisen useasti. Mutta tarkastellaan lihestymislentoesimerk-
kid kuitenkin eréinlaisena ajatuskokeena. Kuvasta 1 ndhdéain ensinnikin, etti

= Mmax min a, = 082 ja b= min max

a. i ] a..=l

I

Pelaajan A strategiat valitseva satunnaislukusi4nts on nyt muotoa X = (x,, X,) ja pe-
laajan B vastaava sddnté muotoa Y = (y,, y,), jolloin kuvan 1 matriisista saadaan pe-
lin keskimairiiselle tulokselle lauseke

E(X,Y) = 0,82x,y, + 0,58 x,y, + X,y, + Xy,

Optimaalisten satunnaisvalintasddntojen X ja Y etsimiseksi johdettuja laskusdantdja
soveltaen saadaan helposti tulos etti

x, = 0,7 x, = 0,3 ja

y, = 017 y, = 013

jolloin lisdksi
a=>b=103874

Tulos tarkoittaa seuraavaa: pelaaja A sijoittaa pommin pommikoneeseen I toden-
nikoisyydelld 0,7 ja pommikoneeseen 11 todenndkdisyydelld 0,3. Samoin valitsee puo-
li B hivitt4jakoneen kohteeksi pommikoneen I todennikéisyydelld 0,7 ja pommitus-
koneen II kohteeksi todenndkdisyydells 0,3. Valinnan suorittaa kummallakin puolella
jokin arpomislaite. Mink#4nlaista harkintaa ei en#4 tarvita. Sen sijaan ettd puoli A
saisi pomminsa perille todennikéisyydelld 0,82 pommi saadaankin perille keskim#i-
rdiselld todennikdisyydelld 0,874.

3. YLEISTETYT MATRIISIPELIT

Matriisipelejd voidaan tarkastella pitimalla pelimatriisin alkiot a; kahden muuttu-
jan funktioina, jolloin muuttujan i mahdolliset arvot ovat 1, 2, . . ., m sekd muuttu-
jan j mahdolliset arvot 1, 2, . . . , n. Matemaattiselta kannalta lihdettdess3d voidaan
matriisipeli yleistd4d kahdessa vaiheessa. Ensin piAitetddn ettd toisella pelaajista (tai
molemmilla) on kiytettdvissa ddrettdmin monta strategiaa, eli ettd funktiossa a, argu-
mentit i ja j voivat saada kaikki kokonaislukuarvot 1, 2, . . . Toisena matriisipelin
yleistyksend sallitaan matriisialkion a; parametrien i ja j saada arvoja annetuilta vileil-
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td, esimerkiksi i< € [O,a] janjot [O,b] Matriisialkio a; on télléin muuttujiensa i ja
j jatkuva funktio. On luontevaa merkiti matriisialkio a; tavalliseen tapaan kahden pa-
rametrin funktioksi ja edelleen valita muuttujat siten, ettd ne saavat arvoja standardi-
véliltd [0,1]. Siis pelaajan A siirtona on valita x vililti [ 0,1] ja pelaajan B siirtona
valita y vililtd [0,1] . A toivoo valintansa onnistuvan siten, etti pelin tuloksen ilmoit-
tava funktio a(x,y) saa mahdollisimman suuren arvon. Samanaikaisesti pelaaja B toi-
voo valintansa onnistuvan siten, ettd funktio a(x,y) saa mahdollisimman pienen ar-
von. (Funktion a(x,y) arvo vastaa matriisipelin alkiota a,).

Matriisipeli voidaan kaikissa edellisiss4 tapauksissa ilmoittaa pelin tuloksen ilmoit-

tavan funktion a(x,y) avulla. Talléin:

— tavallinen matriisipeli: x = 1,2,...,m jay=1,2,...,n

— d&dreton diskreetti matriisipeli: x = 1,2... ja y=1,2,...

— #dretdn matriisipeli: x €[0,1] ja y €[0,1].

Kussakin tapauksessa pelin tulos, eli funktion a(x,y) ilmoittama arvo, lankeaa pelaa-
jan A eduksi. Niistd peleistd ovat kdytinndn kannalta tirkeitd ensimmadinen ja kol-
mas.

Tavallisesta matriisipelistd on edelld jo esitetty esimerkkejd. Adrettémastd matrii-
sipelistd on esimerkkini seuraava panssarien kaksintaistelu.

Esimerkki 2: Pelaajat A ja B, kaksi panssaria, huomaavat toisensa saman-
aikaisesti panssareiden ollessa etdisyydelld L toisistaan. Kummallakin on kdytettivis-
séidn vain yksi ammus tykkiinsi. Panssarit alkavat ajaa toisiaan kohden valmistautuen
ampumaan. Mitd lahempai panssari laukaisee vastustajaansa kohden sit4 suuremmal-
la todennikoisyydelld laukaus osuu tehokkaasti. Toisaalta vilimatkan lyhetessd saat-
taa vastustaja ennitti# laukaista ensiksi. Nyt on a(x,y) todennikéisyys, ettd panssarin
A laukaus tuhoaa panssarin B kun A on ajanut matkan x 14htékohdastaan ja kun B on
vastaavasti ajanut matkan y liht6kohdastaan. Nyt on x jokin arvo vililti [O,L,] jay
jokin arvo valilta [0,L — L,] missd L, on se matka, jonka pddssd panssarin A ldhto-
kohdasta vaunut t6rmdisivit toisiinsa.

Tamén esimerkin yhteydessd on luontevaa tarkastella d4rettémén matriisipelin
kulkua muistaen, etti alussa kisitellyn tavallisen matriisipelin luonteen mainittiin sii-
lyvédn suoritetuissa yleistyksissd. Kuvan 3 matriisipelin yhteydessi oli pelin kulku ja
luonne kuvattavissa seuraavasti:

1) Kummallakin pelaajalla on valittavinaan #ddrellinen méidrd mahdollisia strategioita,

pelaajan A strategiat ovat A, A,, . . . , A, ja pelaajan B strategiat B,,B,, . . . ,B,.
2) Kumpikin pelaajista suorittaa strategiansa valinnan vastapuolelta salassa, jolloin

valintojen tulos voidaan ilmoittaa luvulla: valintaparia (A;,B,) vastaa matriisialkio

a;, joka ilmoittaa pelaajan A hyviksi koituneen tuloksen.

3) Kumpikin pelaaja pystyy pelimatriisia tarkastelemalla toteamaan jokaisen mahdol-
lisen siirtokombinaation (A;, B)) tuloksen.

4) Siirtopareja (A;,B)) voi olla ddrettomin monta, jolloin matriisi, joka on koottu pe-
lin tuloksen ilmoittavista luvuista a,,, on kaikkien siirtojen yhteydessi sama.

ij?

5) Kumpikin pelaaja muistaa kaikki aikaisemmat toteutuneet siirtoparit.
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Panssarikaksintaisteluesimerkkimme kohdalla voidaan edellisiin seikkoihin viita-
ten todeta seuraavaa:

1) Kummallakin pelaajalla on kdytettdvissddn d4rettdmin monta strategiaa, pelaajal-
la A kaikki valin [O,L,] pisteet ja pelaajalla B kaikki vilin [0,L — L,] pisteet.
Periaatteessa kohta 1) on sdilynyt muuttumattomana.

2) Pelaaja A suorittaa valintansa x § [ O,L,] ja pelaaja B valintansay € [O,L — L,]
salassa. Pelin tulos on a(x,y) eli todennikdisyys, ettd pelaaja A voittaa kaksintaiste-
lun.

3) Kummallakin panssarilla on kiytettdvissddn funktio a(x,y).

4) Kohdan tulkinta on kuitenkin modifioitava: kukin panssarikaksintaistelu on luon-
teeltaan ainutkertainen. Nyt on ajateltava niin, ettd kahden panssarin kohtaamisia
samalla aukealla tapahtuu hyvin monia ja panssarien toimintaa johdetaan paikasta
johon taistelun kulku ei vaikuta.

Jos puoli B toteaa, ettd puolen A panssari jokaisessa tapauksessa laukaisee tarkal-
leen saman matkan ajettuaan, hin sovittaa oman panssarinsa toiminnan téimén tiedon
mukaisesti tavalla, joka voi olla vain epideduksi puolelle A. Puolen A on siis jollakin
tavein vaihdeltava valintaansa (samoin tietenkin puolen B). On luonnollista, etti puo-
lella A pyritiiin siihen, ettd tuhottujen puolen B vaunujen lukumiirén keskiarvo on
mahdollisimman suuri. Puoli B pyrkii saamaan tdmin lukuméié4rian mahdollisimman
pieneksi. :

Olkoon nyt a(x,y) jokin muuttujien x ja y funktio, jolloinx £ [ 0,1] jay ¢ [0, l].
Aivan samoin kuin edelld tavallisen matriisipelin kohdalla on voimassa

max min < min max
x oy axy) = Ty T aiy)
jolloin pelaajan A hyviksi koituu vihintdin madra m;lx “;,in a(x,y)

ja pelaaja B menettii enintddn méairin m;n n;ax a(x,y).

Luonnollisesti haluaa kumpikin pelaaja parantaa tulostaan ja ilmeisesti ainoa tapa on
jalleen strategioiden x € [0,1] jay & [0,1] valitseminen satunnaisesti: pelaaja A
pyrkii l6ytdmé4an todennikoisyystiheyden f(x) ja pelaaja B todennikdisyystiheyden
g(y) siten, etté peli sujuu keskimiérin parhaalla mahdollisella tavalla. Strategian x va-
linta tapahtuu nyt seuraavasti, jotakin satunnaisvalintalaitetta soveltaen: hyvin lyhy-
een viliin [»x, X + dx] kuuluva x-arvo tulee todennidkoisyydelld f(x)dx. Samoin viliin
[ y,y + dy] osuva y-arvo saadaan todennikdisyydelld g(y)dy. Kun siirtoja on suoritet-
tu d4rettdmin monta tulee pelin tuloksen keskiarvoksi luku

1
A(f,g) =g S a(x,y) f(x) g(y) dx dy.

00
Todennikdisyystiheydet f(x) ja g(y) merkittiin keskimiiriisen tuloksen parametreiksi,
mité ne tietenkin ovat. Jos pelaaja A voi valita todennikoisyystiheyksidan joukosta F
ja pelaaja B omiaan joukosta G, on yleensi, kuten voidaan niyttid4
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(I P AGe Sy I AGs)
Vaikuttaa siis siltd, ettd pelin optimoiminen ei olisi lainkaan edistynyt. Voidaan kui-
tenkin todistaa verraten yleisin olettamuksin funktion a(x,y) suhteen, etti on olemassa
sellaiset todennikoisyystiheydet f* & F ja g* € G etté

e FEEGAGE =gpGr e p AGD = Al

Pid4dyttiin siis samanluonteiseen tulokseen kuin edelld tavallisen matriisipelin kohdal-
la. Samoin perusteluin kuin aikaisemminkin, voidaan nyt perustella se tosiasia, etti
pelaajista kumpikaan ei saa poiketa optimitodennikdisyyslaistaan.

Erdinid peliteorioiden sovellutusalueena ovat miinoitukset sekd nédiden raivaami-
seen liittyvit kysymykset. Tist4 seuraava esimerkki.

Esimerkki 3. Ajatellaan, ettd pelaajan A pyrkimyksens on miinoittaa pelaa-
jan B laivaviyld. Viylidn pituus on L ja pohjamiinoja on kéytettidvissd N kappaletta.
Jokainen miina voidaan viritt44 rdjihtdmain vasta useamman aluksen kuljettua mii-
nan ylitse. Olkoon i lukuméiéri miinan ylityskertoja, jolloin i saa jonkin arvgista 0,
1, ..., m. Vayld jaetaan osiin, joissa raivaus voidaan suorittaa useampia kertoja,
kuitenkin korkeintaan n kertaa. Raivauksen vaikutusta pohjamiinaan kuvataan to-
dennikoisyydelld p, missii = 0,1, ...,mjaj = 0,1, ..., n. Luku p, ilmoittaa to-
dennikoisyyden sille, ett4 miina tuhoaa yldpuolelleen ajaneen laivan, kun miina oli vi-
ritetty ylityslukumaédrille i ja kun raivauskertoja on ko. pohjamiinan seutuville tehty j
kappaletta. Todenndkdisyydet p; on saatu joko teoreettisin laskuin tai kokeellisesti.
Miinoittaja p#ittad miinoittaa vayldn pohjamiinoilla siten, ettd miinat jactaan tasai-
sesti viylille ja niin, ettd osa x, pohjamiinoista,i = 0, 1, . . . , m on viritetty siten, ettéd
miina réjahtd4d vasta kun jarjestyksessd i’s laiva ylittd# miinan. T4ll6in ilmeisesti on

m
ISx=1 x>0

Puoli B paittdi jakaa viyldnsi osiin, joissa kussakin tullaan suorittamaan useampia
raivauksia, raivauskertojen lukumaiirin ollessa korkeintaan n. Tarkemmin sanoen,
vdyld jonka pituus on L jaetaan osiin |, jotka numeroidaani = 0, 1, . . ., n, jolloin
vayldn osassa I, suoritetaan raivauksia kaikkiaan i kappaletta. Huomattakoon, ettd
osat |, eivit ole valttaimatta yhtdsuuria.

Merkitasn y, = _ll': ,missai =0,1,...,n,
m
jolloin ilmeisesti S y=1Ly =20

i=0

Puolen A strategiana on vektori (x,, X,, . . . , X,)) ja puolen B strategiana vektori
o Yis - - - » ¥,)- Todenndkaisyydelle, ettd vidyldd kulkeva laiva tuhoutuu miinoituk-
seen saadaan seuraava lauseke:
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m n
a(x,y) = 1 —exp(-N .20 .20 X:p;y)
1= y=

Puoli A haluaa valita strategiansa siten, ettd funktio a(x,y) saa suurimman mahdolli-
sen arvon, kun taas puoli B haluaa onnistua valitsemaan sellaisen vektorin (y,,
Y. . ., Y,) ettd a(x,y) saa mahdollisimman pienen arvon. Kun optimistrategiat merki-
tddn tdhdelld, huomataan etti optimistrategiachto

alx,y*) < ax*,y*) < a(x*y),

jonka tulee olla voimassa kaikille vektoreille (x,, x,, . . . , X,) sekd kaikille vektoreille
e Yoo - - - 5 Y,) toteutuu kun

Txpy* £ Iy L = x*py;
Téssé erikoistapauksessa ddreton matriisipeli palautui tavalliseksi matriisipeliksi.
Tarkastellaan numeroesimerkkini tapausta missd L = 20 meripeninkulmaa, kiy-
tettdvissd olevien pohjamiinojen lukuméiré 100 ja suurin mahdollinen lukuméira rai-
vauksia raivausalueelle 4. Edelleen oletetaan, ettid p;, = 0,01 jaettap; = Okuni # j.
Ratkaisuksi saadaan, tavalla johon téssi ei puututa,

X*=x*=x*=x*=x*=

[V

ja

Y=yt =yt=yr =yt =

W f—

Miinat viritetdin siis seuraavasti: 20 miinaa rédjahtas valittdmasti ensimmaéisen ylityk-
sen yhteydessi, 20 miinaa rajdhtii vasta toisella ylityskerralla, 20 miinaa rajihtéii kol-
mannella ylityskerralla, 20 miinaa rdjahtia neljinnelld ylityskerralla ja 20 miinaa vii-
dennelld ylityskerralla. Niin viritetyt miinat sijoitetaan laivaviylille tasaisesti kukin
viritystyyppi muista tdysin riippumattomalla tavalla. Puoli B taas jakaa véyldn viiteen
yhtipitkdidn osaan jolloin osalla 1 ei raivata lainkaan, osalla 2 raivataan kerran, osalla
3 raivataan kaksi kertaa, osalla 4 raivataan kolme kertaa ja osalla 5 raivataan nelji
kertaa. Nam4 vilit valitaan satunnaisesti laivaviylaltd.

Jos esimerkin parametrit tunnettaisiin riittdvdan hyvin ja jos kysymyksen asettelu
vastaisi riittdvan hyvin todellisuutta, saataisiin esimerkin menettelylld yleispdteva mii-
noitus- ja raivausohje. Jilleen tulee muistaa, etté peliteoreettisen tarkastelun antamas-
ta ratkaisusta ei kummankaan puolen tule poiketa.

Seuraavassa esimerkissi tarkastellaan rajanvartiointiin liittyvdi probleemaa.

Esimerkki 4. Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd rajan pituus on yksi.
Puoli A haluaa paisté rajan lidpi jostakin sen pisteesti xS & [0,1]. Puoli B, joka varti-
oi rajaa, haluaa sijoittaa yhden rajavartijan johonkin pisteeseen yo € [ 0,1] tote-
amaan ja pysdyttim#in rajan ylittijan. Rajanylitysyritysten oletetaan toistuvan siin-
nollisin vélein. Tést4 syysti ei puolen A tule toimia ilmeisen samalla tavoin eri kerroil-
la, eikd puolen B tule sijoittaa rajavartijaa aina samoille paikkeille. Olkoon a(x,y) to-
dennékoisyys, ettd rajavartija havaitsee pisteestd y kohdasta x rajaa ylittdvin puolen



200

A tunkeutujan. Koska havaitsemisen todennikoisyys ilmeisesti riippuu rajavartijan
vartiopaikan ja rajanylittijan tulokohdan vilimatkasta, on luonnollista olettaa, ettéd
todenn#koisyys a(x,y) on vilimatkan funktio: a(x,y) = f( x—y ). Jos kuitenkin to-
dennikoisyys riippuu liséiksi maastosta rajanylittdjan ja rajavartijan vaiheilla, on to-
dennikoisyys jotakin muotoa a(x,y) = f,(x,y, X—y ). Oletetaan kuitenkin, ettd riitta-
villd tarkkuudella on

_J1 kun jx—y) £4,0< d L1
a(x.y) _{O kun |x—y| > d

Vakio d on suurin mahdollinen havaitsemisetiisyys.

Josd =2, on tehtdvilld yksinkertainen ratkaisu: rajavartija tulee sijoittaa pis-
teeseen y* = Y2, jolloin rajanylittdja havaitaan aina. Till6in on mielivaltainen rajan
piste rajanylittijan optimaalinen rajanylityskohta.

Oletetaan nyt, ettid < V2. Pelin ratkaiseminen on nyt monimutkaisempi tehtévi.
Menemiitti taaskaan ratkaisumetodiikkaan, todetaan, ettd pelilld on seuraava ratkai-
su: Rajavartijan tulee valita satunnaisesti jokin pisteistd

1=2d _pi=1,2...,n,
n—1 :

x, =d +
jolloin jokaisen pisteen tulee olla yht4 todennikdinen, ja timén jdlkeen toimia néin
valitun pisteen lihiympiristossd. Puolen A tulee taas valita rajanylityskohdaksi jokin
pisteistd

i—1
n—1

j

’j=l’2)---,n1

jolloin valinta tulee suorittaa satunnaisvalintana siten, ettd kunkin pisteen’ toden-
n#koisyys valinnassa on sama.

Pelitehtédva ei mutkistu paljoakaan, kun yhden rajavartijan asemesta rajalle sijoi-
tetaan k rajavartijaa, joihinkin pisteisiin x,, X,, . . . , X,. Pelin tulosta kuvatkoon jal-
leen funktio, joka ilmoittaa todenndkdisyyden, ettd rajanylittdjd havaitaan. Tdhédn
riittdkdon se, ettd ainakin yksi rajavartijoista tekee havainnon. T#llin voidaan pelin
tulosfunktioksi valita seuraava:

1 kun n}m (x—y|<d)
aXp - vy X Y) = 0 kun miin (x—yl >d)

Osoittautuu, ettd optimaalisina rajavartijan sijoituspisteind ovat jilleen edellisen ta-
pauksen pisteet

x, =d+1=2d G_y,

n—1

missdi = 1,2, ..., n. Jos rajavartijoita on kiytettdvissd enemmin kuin pisteiden lu-
kumaiiri eli k > n, havaitaan rajanylittdjd aina kun jokaisessa edellisistd havainto-
pisteistid on rajavartija. T#st4 syystd on luonnollista olettaa, ettd k < n, Rajanylittd-
jdn optimiylityskohdaksi osoittautuu saman sainnén mukaan suoritettu valinta kuin
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edella tapauksessa, jossa rajavartijoita oli vain yksi. Puolen B optimistrategiaksi
osoittautuu sijoittaa kuhunkin valittuun havaintopisteeseen vain yksi rajavartija, jol-
loin havaintopisteet tulee valita satunnaisesti pisteisti

x, =d+ =24 _1i=1,2...,n
n—1

siten, ettd jokaisella pisteelld on sama todennikéisyys tulla valituksi.
Rajavartijaesimerkki on tyypillinen sellainen peliteorian sovellutus, jota kehitti-
milld voidaan I8ytdd kaytdnnossi soveltuva menettely.

4. PELIT, JOISSA PELAAJIEN INTRESSIT EIVAT OLE
TAYSIN VASTAKKAISET

Pelitilanteelle saattaa olla luonteenomaista, ettd kukin pelaajista haluaa hyétyi pe-
listd kenelldik44n olematta tarvetta vastapuolen tai vastapuolten tuhoamiseen. Tilloin
on pelille luonteenomaista, ettd
1) Pelaajien eturistiriita ei ole vihamielinen.

2) Pelin pelaaja ei saa tehdi toisia pelaajia sitovia padatoksii.

3) Pelaajat toimivat edelleenkin toisiltaan salassa, valinnat tulevat tietoon saman-
aikaisesti.

4) Molemmilla pelaajilla on tarkka tieto kaikesta, mihin vastapuoli rakentaa toimin-
tansa, siirtojen valintaa lukuunottamatta.

Tarkastellaan tapausta, missid pelaajia on kaikkiaan N kpl ja joilla kullakin on
oma sekastrategiansa X,, X,. . . , X,. T#lloin voi eri sekastrategioissa olla erilaiset lu-
kumdiiriat komponentteja. Edelleen, kullakin pelaajalla on oma yksiléllinen tulos-
funktionsa: H; (X,, X,,..., X,), jolloin tdman luvun ilmoittama maéré koituu pelaajan
i eduksi. Jokaisen pelaajan pelist4 saama hyoty riippuu paitsi pelaajan omasta seka-
strategian valinnasta jokaisen muun pelaajan valinnasta. Osoittautuu, ettd peliin liit-
tyy tietty sekastrategioiden joukko josta kukin pelaaja voi lukea oman optimaalisen
sekastrategiansa. Titéd pistettd kutsutaan tasapainopisteeksi tai Nashin pisteeksi. Ta-
sapainopisteen mairittelemiseksi merkitadn

X lei) =(Xys .o WX X Xy +, ..., X,), missd X; on pelaajan i jokin puhdas strategia.
(Jos esimerkiksi pelaajan i strategiat ovat A, A,. . . , A, tarkoittaa puhdas strategia
X, sitd, ettd pelaaja / soveltaa koko ajan strategiaa 4, riippumatta siit mita muut pe-
laajat tekevit). Edelleen on luontevaa merkiti

H, (X', X'y . . ., X)) = H, (X).
Piste X = (X" ..., X,") on nyt pelin tasapainopiste edellyttden, ettd
H(X" || x) < H, (X),

kaikille i = 1, 2, ..., n ja kunkin indeksin i kohdalla kaikille puhtaalle strategi-
oille x;. Voidaan osoittaa, ettd pelaajista kukaan ei saa poiketa tasapainopisteen il-
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moittamasta sekastrategiastaan. Edellikuvatulla pelilld on lisiksi aina tasapainopiste.
On merkille pantavaa, etti tasapainopisteelle on jilleen luonteenomaista, ettd se pa-
kottaa kaikki pelaajat kdyttamiin jonkinlaista sekastrategian toteuttavaa arpomislai-
tetta. Yksityisen pelaajan taito ja harkinta eivit voi vaikutaa pelm kulkuun.

Tarkastellaan edellistd pelitilannetta esimerkin avulla.

Esimerkki 5. Joen varressa on kaikkiaan n tehdasta, jotka kaikki ottavat joesta
vettd raaka-aineeksi ja jotka kaikki laskevat osan likavedesta takaisin jokeen. Olkoon
kunkin tehtaan joesta ottaman veden kokonaismdiri 1 ja merkitain, tehtaan i koh-
dalla, jokeen palautetun likaveden madra x,. Talloin siis x, € [0,1] kaikillei = 1,
2, ..., n. Edelli tarkoitetaan esimerkiksi vuorokautista veden ottoa ja puhdistusta.
Joen ajatellaan likaantuneen siind méiirin, ettd jokaisen tehtaan on lisittidvi laitteis-
toonsa veden puhdistamo silloin, kun 3, . P = " | X >a, miss4 a on jokin vakio. Tehdas i
siis puhdistaa vesiméirin 1—x;. Jos kustannukset tistd ovat a, tilavuusyksikkoéd koh-
den, ovat tehtaan i vuorokautiset puhdistuskustannukset a, (1—x;). Tehtaan i vuoro-
kautiset kustannukset ovat siis kuvattavissa seuaavalla funktiolla:

a0—x)kun X x, < a
Mi(X;, X35 ... X,) = gi(l—xi)+ci,kunzx.>a,

missd ¢, on tehtaalle i aiheutunut lisikustannus siit4, ettd vesi joessa on likaantunut yli
sallitun rajan. Koska edelli pelin tulosfunktioksi maériteltiin jotakin kunkin pelaajan
eduksi koituvaa, saadaan yll4olevasta tappiofunktiosta tulosfunktio etumerkkia vaih-
tamalla:

[ —a(1—x), kun ¥ x, <a
H;(X;,Xz,...,xn)=
[ —=&( 1—x) — ¢, kun X x,>a.

Pelaajan i puhtaiden strategioiden joukko on koko vali [ 0,1] , missa siis x, £[0,1].
Jos pelilld on puhtaista strategioista koostuva tasapainopiste X* = (x*, x*,, . . . , x*)
kuuluu tasapainoehto aikaisemmin esitetyn perusteella
H(X | %) < H (X)
Jos tillainen piste l6ydetédin, ei sekastrategioita tietenkdidn tarvitse lidhted etsiméén-
kadn.

Peli on helppo ratkaista tapauksessaettia, =a,=... =a, =ajaettd ¢, = c,
=....c,= c.Saadaan tasapainopiste

o = = —)kun a(l——)Sc
B (1, 1o 1kuna (1-5)>c.

. . -2 L . . . a .
Siis, jos ! n =12 puhdistaa jokainen tehdas osan 1— o jokeen laske-

mastaan vedesti ja jos l—% >§ , joutuu jokainen tehdas puhdistamaan kaiken

jokeen laskemansa veden.
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5. YHTEISTOIMINTAPELIT

Usein ovat eturistiriitatilanteet sellaisia, ettii osapuolet eivit ole toisilleen vihamie-
lisid. T#llsin osapuolet voivat saavuttaa hyStyi siitd, ettd ne muodostavat liittoutu-
mia. Edelld todettiin, ettd sellaisessa peliss4, missd minkiéinlaista yhteistoimintaa toi-
minnan varsinaisessa mielessi ei esiinny, paras tilanne kaikille on tasapainopiste, Nas-
hin piste. Kenenkiin pelaajista ei t4lloin kannata poiketa matemattisesti lasketusta ta-
sapainopisteen osana olevasta strategiastaan. Jos kuitenkin suurempi joukko, itse asi-
assa jo kaksi pelaajaa on tillainen joukko, poikkeaa Nashin pisteestd, saattavat poik-
keajat hydtyd poikkeamastaan.

Esimerkki 6. Olkoon pelaajia kaksi A ja B, joiden matriisit ovat vastaavas-
ti

A= (50 = (510
10 1 01

Osoittautuu, ettd Nashin piste on (0,0), joka vastaa kummallakin pelaajalla toista
puhdasta strategiaa: A, ja B,. Kumpikin pelaaja voittaa talldin médrin 1. Jos kuiten-
kin pelaajat sopivat siitd, ettd kumpikin kidyttdd koko ajan puhdasta strategiaansa nu-
mero yksi, siis strategioita A, ja B,, saadaan kummallekin ykkdsen asemesta voitoksi
5. Siirtopari (A,B,) on kuitenkin labiili siind mielessd, ettd kumpikin pelaaja lisdisi
voittoaan poikkeamalla sovitusta strategiasta. .

Yhteistoimintapelid voidaan vaivatta tarkastella yleisessd tapauksessa. Merkitidin
pelaajat, joita oletetaan olevan n kpl, numeroilla 1, 2, . . . , n. Pelaajien joukko on
siis | = {l, 2,..., n}. Joukon I alkioista voidaan muodostaa eri tavoin liittoja jol-
laista merkit4d4n kirjaimella S. Pelissa koituu siirrosta tai keskiméirin pitkissi jonossa
siirtoja erdin funktion v (‘) mukainen voitto, joka liiton S kohdalla on ¥ (S).
Funktio VS () on joukkofunktio joka on méiritelty jokaiselle joukon I alkiolle ja jo-
kaiselle niistid kootulle liitolle. Merkitddn joukon I alkiota i, kun se ndhd#dn erddni
joukon I alijoukkona, merkinnilld {1} Jos nyt S ja T ovat kaksi joukon I alkioista
muodostettuja joukkoja, joilla ei ole yhteisii alkioita, voidaan osoittaa, etti voimassa
on epiyhtilo

VO +cV (TS L VESUD,

missd SUT tarkoittaa joukkoa, jonka alkio on perdisin joko joukosta S tai joukosta T.
Epiyhtilo sisdltidd edelld jo mainitun tosiasian, ettd liittoutuminen saattaa hyvinkin
kannattaa. Jos siis

v + V(MoK VU
on pelaajien T ja S syyti liittoutua. Jos taas
V) + v(M= vV (SUD,

ei liittoutumisesta ole hyotyi. Olkoot, jdlleen joukko-opin merkint6jd soveltaen,
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SUSU ... US, =1, k <n,

jolloin milladn parilla S, ja S, ei ole yhteisii alkioita. Silloin on edellisen mukaan, kuten
helposti nahdiin

UE)+ouB)+...+TU() LvESUSU...US) = vD).

Erikoisesti, jos joukoiksi S,, S,, .. ., S, otetaan joukon I alkiot, eli joukot S, =
{i , saadaan

vciih+ v2h+... v vifnph <vo.

Epédyhtalossd tarkoittaa luku ¥ (I) sité tulosta, joka on pelissd suurin mahdollinen
kun kaikki pelaajat liittoutuvat yhdeksi kokonaisuudeksi. Pelaajat sopivat kaikista
toimistaan ja noudattavat tdtid sopimusta koko pelin ajan. Jos

v{ith+ v{eh+.o s vifnh= v

on kysymyksessi tapaus, missi liittoutumiseen ei ole kenelldkdin mitéin aihetta. Pe-
rustelut yhteistoimintapelin muodostumiselle ovat kuitenkin olemassa, jos

v({l})+ v({z})+...+ v({n}) < v.

Talloin siis taydellisen liittoutumisen tuoma tulos koko pelaajajoukolle on parempi
kuin jos kukin pelaaja toimisi yksikseen ja yksityisten pelaajien voitot laskettaisiin yh-
teen. Epiyhtilosta johtuen voidaan nyt otaksua joidenkin liittoutumien johtavan ti-
lanteeseen, jossa yhtéldisyysmerkki on voimassa:

v (Sn) + v(sz) + ...+ U(Sk) = v,
kun on muodostettu liittoutumat S, S,, . . ., S,.

Nyt luonnollisesti tulee eteen kysymys siitd, mitd kukin yksityinen pelaaja hyotyy
mahdollisesta liittoon menemisestdén. Jos nimittdin kavisi ilmeiseksi, ettd yksityisen
pelaajan i saama voitto P ( i} ) ei mistadn liittoutumisesta paranisi, ei han ilmei-
sestikddn pohtisi liittoutumisen ajatusta lainkaan.

Yhteistoimintapelien teoriassa miiritelldén tdssd vaiheessa jakovektori X = (x,,
Xy . .+, X,), jonka alkio x, ilmoittaa pelaajan i osuuden pelin tuloksesta. Jokainen pe-

laaja asettaa nyt ehdottoman vaatimuksen, etti jaon tulee tapahtua siten, ettd

XG> v({i}), i=1,2,...,n

Talloin on edelleen jakovektorille ominaista ettd

2 x = v
el
Todellakin, jos voimassa olisi epayhtild
>x <v(,
el

voitaisiin jakovektorin X = (x, x,, . . ., X,) alkioista joitakin suurentamalla paasti
yhtaléon
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x = v
i€1
Tilanne
2x >vd
igl
on tietenkin mahdoton todellisuudessa.
Edelliset seikat kooten voidaan todeta, ettd jako X = (x,, X,, . . . , X,) on mahdolli-

nen silloin ja vain silloin, kun
X, = w@b+%iu,
jolloin
320 ielja Za-cvm— = v({i}.
iE 1 iEl

Koska jakovektoreita voidaan periaatteessa esittdd diretdn méiidrd, on yhteistoi-
mintapelin teorian puitteissa verrattava jollakin johdonmukaisella tavalla erilaisia
vaihtoehto-jakovektoreita. Aluksi todettakoon, ettad yht4lén

vih = Z cudip
ollessa’ voimassa saadaan yksi ainoa mahdollinen jakovektori, nimittiin X =
( v {l} Y, U( {2}), ces P ( {n})) . Tdmai seuraa suoraan epdyhtildsta
X T 2v(yir). Jako X = (x,, X, . . ., X,) on liiton S kannalta edullisempi kuin ja-
koY = (¥ Yo - - - 4 ¥a), JOS

X, >y, 1 €8S

Téma on luontevaa merkitid X >§ Y, jolloin merkinnéstd nikyy sekid paremmuusjar-
jestys etta se liitto, jonka puitteissa paremmupssuhde on voimassa.

Edelld oli jako X parempi kuin jako Y nimenomaan jo olemassaolevan liiton S
puitteissa. Edelleen on kuitenkin selvittimattd miten sanotut liitot laadittaisiin kaikel-
ta siltd pohjalta miki edelld esitettiin.

On luontevaa ajatella seuraavasti. Oletetaan, ett4 jako X = (X3 Xy . . ., X,)ON Va-
littu, samoin mahdolliset liitot, ja halutaan vield kerran tarkistaa, etti jako littoihin
ja jako yksityisten pelaajien kannalta ovat parhaat mahdolliset. Jos nyt léydetiidn vie-
l4 sellainen jako Y ja sellainen liittoutuma S, ettd Y >s X, ei aikaisempi jakovektori-
liittoutumat jérjestelmi vield ollut lopullinen.

Kidytannon laskualgoritmeihin johtava yhteistoimintapelien teoria rakentuu pal-
jolta edelldesitettyyn. Tarkastellaan seuraavaa meritoimintaan liittyvas esimerkkia.

Esimerkki 7. Tietylld valtamerialueella toimii kaikkiaan n kappaletta sotaa-
kdyvid maita, jotka yhdessi toimivat samaa vastustajaa vastaan. Nimé voimat halu-
avat rakentaa sanotulle merialueelle polttoainehuoltojirjestelmin, jolloin keskeisend
tehtdvénd on polttoainesiilididen rakentaminen. Jollakin tavoin on tiedossa, etti polt-
toainetta tullaan tarvitsemaan ajankohtina t,, t,, . . . , t,. Jokainen laivasto tarvitsee
ndiné ajankohtina polttoainetta oman lakinsa F,(t) (i = 1, 2, ..., n) mukaan. Esi-
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merkiksi hetkeni t, tarvitsee maan i laivasto polttoainetta mair4n f(t,). Sellaisen sdi-

lién tilavuus, joka tyydyttdisi kaikkien ko. maiden laivastojen polttoaineen tarpeen,

olisi ilmeisesti max i £t) Nyt voivat sdilididen tarvitsijat muodostaa liittoja, jot-
=1

ka rakentavat yhteisen polttoainesiilidn. Jos tillainen liitto merkitddn edelliseen ta-
paan S, tyydyttdd taiméin liiton polttoaineen tarpeen siilié, jonka tilavuus on

max ¥ gy,
) ies ™

Nyt on luonnollista olettaa tillaisen s#ilidn kustannusten olevan jokin siilion ti-
lavuuden V kasvava funktio F(V).
Koska liitto haluaa mahdollisimman halvan siilién ja koska pelin tulosfunktio
edellisessd yleisessé tarkastelussa madriteltiin edulliseksi silloin, kun sen arvo on suuri,
on luontevaa miiritelid liittoutumisen S tulos seuraavasti.

_ max
v = F( j i%Sfi(‘i))

Siilididen rakentamisprobleema on till4 tavoin palautunut yhteistoimintapeliksi, jos- -
sa on n osanottajaa.

Edellisen esimerkin yhteydessd nihtiin miten pelin kululle ilmeisen keskeinen pe-
rustekiji, tulosfunktio ¥ (S), méériteltiin. Peliteorian kdytinnon soveltamista aja-
tellen onkin todettavissa, ettd kussakin pelitapauksessa tulosfunktio laaditaan niiden
tietojen pohjalta, joita pelitilanteen asettamisen yhteydessd on kiytettdvissi.

Pelin ratkaisuna on oleva, aikaisemmin sanotun mukaan, jakovektori X = (x,,
X, . . ., X,), Jota muuten kutsutaan peliteorian perustajien von Neumannin ja Mor-
gensternin mukaan N-M ratkaisuksi. Konkreettisen menetelmin jakovektorin etsi-
miseksi, tai suorastaan masr4dmiseksi, on esittanyt Shapley. Kuten aikaisemmin sano-
tusta kdy ilmi, riippuu jako X = (x,, X,, . . . , X,) yksinomaan peliin liittyvisti tulos-
funktiosta U (S). Tastd syystd Shapley merkitsee x; = qic[v] ,i=1,2,...,n,
jolloin tulosvektori X voidaan kirjoittaa Q [v] = @o[v],-- -, [v] )ia
asettaa tulosvektorille seuraavat aksioomat:

Aksiooma 1) 2.2, q;[U] = o (), miki esitettiin jo edelld.

Aksiooma 2) Olkoon S mielivaltainen liitto, johon pelaaja i ei kuulu. Jos
vsu{iph =ovE +ov({i})ongs[v] =SV ({i})
Aksiooma 3) Pelaajien tietynlainen permutointi liitossa S ei aiheuta muutosta pelin
tulokseen.
Aksiooma 4) Olkoon u ja ¥ kaksi pelin tulosfunktiota, jotka siis liittyvit kahteen eri
peliin. Silloinon g, [u + V] =g [u] +aq [v].

Aksiooma 2 lausuu selvisti milloin pelaajan i on syytd pysytelld erillidin liitosta.
Shapley on nayttanyt, etté ainoa mahdollinen jako Q (v) = (q,[¥], . . . . q, [¥]), jo-
ka toteuttaa edelliset aksioomat on vektori, missi
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alv] = 2, g [ves) —vs—{i})]
i €S

missd
g[T]= La—nra—o

Edella esimerkissd 7 suorittivat pelaajat itse asiassa yhden siirron. Tamén tulokse-
na oli polttoainesiilidjarjestelmi ko. merialueelle. On kuitenkin runsaasti esimerkkeji
tapauksista, joissa siirtoja on hyvin monta ja jolloin tulosfunktiot ovat luonteeltaan
keskiarvoja. Niissidkin tapauksissa johdetaan siis tulosfunktio, joka on perustekijini
Shapleyn vektoria muodostettaessa.

6. MONIVAIHEISET PELIT

Tahédn asti ovat monivaiheiset pelit olleet pelej4, joissa peliolosuhteet eivdt muutu
pelin kuluessa. Esimerkiksi matriisipeliss4 on matriisi aina sama siirtoparista toiseen,
jolloin kumpikin pelaaja valitsee siirtonsa kiintein optimaalisen sekastrategiansa avul-
la. Edelleen tietoja siirtojen valinnoista ei kulje pelaajien vililld. Useasti on matriisipe-
lin asettelu liian yksinkertainen soveltuakseen kdytdntéén. Luonteva matriisipelin
yleistys on monivaiheinen peli, josta seuraavana tyypillinen esimerkki.

Esimerkki 8. Vastakkain ovat sukellusvene ja sitd etsivd helikopteri — ja
luonto. Sukellusveneen mahdolliset strategiat ovat kaksi mahdollista toimintasyvyyt-
td, helikopterin strategiat ovat kuuntelupoijun kiyttdminen ja herkin magnetometrin
kdyttdminen. Luonto osallistuu peliin siten, ettd meri voi olla d4nen kulun kannalta
kahdessa erilaisessa tilassa. Seuraavassa oletetaan, ettid vain sukellusvene pystyy mit-
taamaan meren tilan. Pelin kulkua kuvataan seuraavalla *’puulla’’,

Kuva §

11
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jolloin peli alkaa puun tyvest4 ja jolloin ensimmaiisen ’’siirron’ tekee luonto: meri on
joko tilassa 1 tai tilassa 2. Toisen siirron tekee sukellusvene, puoli A. Tillsin ollaan
puussa tasolla I. Ympyrit tiilla tasolla tarkoittavat siti, ettd sukellusvene tietdd kum-
paa haaraa tasolle I tultiin tasolta 0. Kolmannen siirron tekee puoli B, sukellusvenetti
etsivd helikopteri. Helikopterissa ei tiedetd mitdin meren vesiakustisesta tilasta, sielld
ei mydskiin tiedetd sukellusveneen valitsemaa toimintasyvyyttd. Tastd syysté tason II
lahtopisteet on yhdistetty samaksi alueeksi. Helikopteri tekee tasoon II liittyvén siir-
ron, jolloin p4dddyt4dn johonkin pisteista t,, . . ., t,. Peli p#ittyy pisteident,, . . ., t,
muodostamalle tasolle. Siirtojen seurauksia ei kuitenkaan ole vield kuvattu. Samoin
puuttuu peliltd vield tulosfunktio. Pelaajan A menestystd kuvataan todennikoisyydel-
14 ettd timi jad loytymaittd. Jos meri on tilassa 1, ovat todennikdéisyydet ettd sukellus-
vene jidd havaitsematta seuraavassa matriisissa:

H = hnI hu'

hZII hul

missa h;' on todennikoisyys ettd syvyydessi i kulkeva sukellusvene jaa loytymatta heli-
kopterilta, joka kdyttdd etsintimenetelmid j. Jos meri on vesiakustisessa tilassa 2,
kuuluu vastaava matriisi

oo [ b
hy? hy?

Pelaaja A siis tietd4 kumpi matriisi on kysymyksessi, pelaajan B tietdessi vain, et-
td toinen ndistd on voimassa. Monivuotisista havainnoista tiedet4didn kuitenkin, milla
todennikoisyydelld meri on tilassa 1 ja mill4 tilassa2. Oletetaan niiksi todenndkoi-
syyksiksi 1/3 ja 2/3

Pelaajalla A on nyt seuraavat puhtaat strategiat valittavinaan:

A, : siirto 1 kummassakin tason I ympyrassi

A,, : siirto 1 jos tasolta 0 tultiin vasemmanpuoliseen ympyréén ja siirto 2 jos tultiin oi-
keanpuoliseen

A,, : siirto 2 tason I vasemmanpuolisesta ympyrédstd lahdettdessd ja siirto 1 oikean-
puolisesta lihdettdessi

A,, : siirto 2 kummastakin tason I ympyrista lahdettdessa.

Pelaajalla B on vain yksi siirto pelissd, jonka timi tekee tasolla II. Vaihtoehtoina
ovat valinnat 1 ja 2, eli siis turvautuminen akustisen poijun avulla suoritettuun kuun-
teluun ja magneettiset mittaukset. Peli on tasolle II tultaessa edennyt johonkin pisteis-
td b, b,, b,, b,, mutta pelaaja B ei tiedd mihin. Ti4std syystd valintoja on vain kaksi.

Oletetaan nyt matriiseille H! ja H2 seuraavat muodot

Ho= (030 050);, g o (030 0,40
0,20 0,30 0,60 0,20
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Koko pelille saadaan nyt seuraava tulosmatriisi:

BI B,
A, | 030 {043
A, | 0,50 [0,30
A
A

. | 027 [037
2 | 047 | 0,23

Matriisissa saatiin esimerkiksi siirtoparia A,,B, vastaava todennékaisyys, ettd su-
kellusvene jaa havaitsematta, luku 0,50, seuraavasti: .

1 .03+ 2 -06=0,50

3 3
missi ensimmdiinen termi liittyy meren tilaan 1 ja toinen tilaan 2. Tarkasteltava peli on
nyt palautunut tavalliseksi matriisipeliksi. Soveltamalla matriisipelin ratkaisemiseksi
kehitettyjd menetelmia pAidytidin seuraavaan sekastrategiaratkaisuun. Etsijdhelikop-
terin tulee soveltaa vesikuuntelua kahdella kerralla viidesti ja magneettista mittausta
kolmella kerralla viidesti, jolloin valinnat tulee suorittaa arpomalla edellisid suhteita
soveltaen. Sukellusveneelle, saadaan kaksi sekastrategiaa, yksi kummallekin meren
akustiselle tilalle. Jos meri on tilassa 1, tulee sukellusveneen toimia pelkistdin syvyy-
dessd 1. Jos meri on tilassa 2, tulee sukellusveneen vaihdella syvyyksii 1 ja 2 suhteissa
3/5 ja 2/5.

Monivaiheisen pelin luonne selvidd pididkohdiltaan edellikisitellystd esimerkisti.
Peli kdynnistyy, kuten on tapana sanoa, luonnon tekemall4 siirrolla. Esimerkissimme
luonto asetti meren jompaankumpaan mahdollisista vesiakustisista tiloista. Tdmin
jilkeen pelaajat tekeviit siirtonsa vuorottaim pelin kulkiessa tdll4 tavoimr tasolta tasolle
lopputilaa kohden. Kunkin tason muodostavat ne pelin tilat, joihin pelipuun tyvesti
lahdettdess4 eri vaihtoehtojen teitid voidaan joutua. Ndmi pisteet voidaan jakaa ryh-
miin siten, etti siirtovuorossa oleva pelaaja tietii mihin ryhméin peli on kulkeutunut.
Jos jokaisessa ryhmissd on vain yksi alkio, muistaa kumpikin pelaaja taydellisesti pe-
lin kulun. Pelissi on #dérellinen mi#ri siirtoja ja pelin tulos tulee selviksi pelin edetty4
lopputasolle.

7. DIFFERENTIAALIPELIT

Tyypillinen esimerkki differentiaalipelisti on pommikoneen ja hivittdjikoneen vi-
linen taistelu. Kumpaakin konetta ohjaa lentéj4, jonka toiminnasta lentokoneen kéyt-
tdytyminen riippuu. Lentijien edut ovat vastakkaiset: pommikone pyrkii védistimééin
hivittidjakoneen tulitusta ja hdvittdjakone luonnollisesti pyrkii ampumaan pommiko-
neen alas. Pelitilanne on siis olemassa. Differentiaalipeliksi pelid kutsutaan siita syys-
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td, ettd kummankin lentokoneen liikeyhtilot ovat differentiaaliyhtdlémuotoisia. Len-
tdjat tietdvit tietylld hetkelld ainoastaan vastustajan paikan, lentosuunnan ja ehki
lentonopeuden. Lisdksi on tietoja lentokoneen ominaisuuksista. Kumpikin lentéja
joutuu tekemiidn ohjauspdiatoksensi siltd pohjalta, mitd vastustajan liikehtimisestd
nikee padtoksentekohetkelld.

Esimerkki 9. Olkoon takaa-ajettu hetkeni t pisteessd, joka annetaan koor-
dinaatteina (x,(t), x,(t), x,(t)) seki olkoot nopeuden komponentit (x,(t), X,(t), X,(t)). Yh-
distetéiin nam4 tilavektoriksi .

X = (x,(1), (1), X,(1), X, (1), X,(t), %, (1)
Olkoon takaa-ajajan vastaava vektori
Y = (yl(t)» yz(t), Y;(l), 5’|(t), yz(t)’ YJ(t))

Takaa-ajetun liikkeen differentiaaliyhtilé on muotoa

X _fx,u)

dt

ja takaa-ajajan liikeyhtdlo samantyyppistd muotoa
Y - gy,

dt

Yhtiloissd ovat U ja V vektoreita, joiden komponenteiksi on koottu erilaiset ohjaus-
toimenpiteet. Niinpé lentokoneen kohdalla vektorien U komponentteja voivat olla oh-
jauslaitteiden asennon ilmoittavat parametrit ja kaasuvivun asento. Takaa-ajettu on

hetkend t = Otilassa X = X(0), ja takaa-ajajan samana hetkeni tilassa Y, = Y(0).
Jos annetaan tietty aikavili T, jona toiminta tulee tapahtumaan, toivoo takaa-ajettu
vilimatkan " X(T)— Y(T)" olevan mahdollisimman suuren ja takaa-ajaja mahdol-
lisimman pienen. Koska vilimatka “X(T) — Y(T)|| riippuu edelldolevien differenti-
aaliyhtdldiden kautta kummankin ohjaustoimenpiteisti eli vektoreista U ja V, voi-
daan merkiti

MU,VY) = | x@—Ym |,

jolloin saatiin pelin tulosfunktio.

Edellinen informaatio tuskin vield riittdd minkddn kidytinnon differentiaalipelin
asettamiseen. Lisdksi tulee joukko rajoituksia. Liikehtiminen tapahtuu aina maan pin-
nan yldpuolella, suurin kulmakiihtyvyys maariaytyy rakenteiden lujuuksista ja mah-
dollisen kuljettajan kestivyydestd jne. Differentiaalipelin ratkaiseminen on aina erit-
tiin vaiked tehtdvi, mutta telitavin tirkeydestd johtuen tarvittavaa metodiikkaa on
varmasti runsaasti olemassa.
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8. LOPUKSI

Peliteorioita arvostellaan usein sanoen, etti ne eivit ole auttaneet paljoakaan kiy-
tdnndn paidtoksenteossa. Koska sotilaalliset sovellutukset, joita varmasti on runsaasti,
pysyvit salaisina, ei peliteorioiden sovellutusten menestyksestd voitane paljoakaan lu-
kea kirjallisuudesta. Sama pitdnee paikkansa myos liike-elimin sovellutusten kohdal-
la.

Peliteorioiden kiyttdkelpoisuuteen viittaa kuitenkin se tavaton tutkimuspanos, jo-
ka maailmalla suunnataan peliteorioiden kehittimiseen. Eriissi ajan 1975—1981 kat-
tavassa kirjallisuusluettelossa on yli 2 000 tutkimusta. Peliteorian padsuunnista 16ytad
tietoja alan teoreettisesta kirjallisuudesta, konkreettisia sovellutuksia sen sijaan vi-
hemmin. Témi johtuu varmaankin peliteorian lihtokohdasta: aina on olemassa jos-
sakin sellainen taho, jolle konfliktitilanteeseen kehitettyd piitdksentekometodiikkaa
ei haluta esitella.
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