Virvatulilla
Tapani Hyttinen

Osmo Pekosen kirjasta Marian maa — Lasse
Heikkilin eldmd 1925-1961 alkanut ja Tietees-
sd tapahtuu -lehden sivuilla jatkunut Pekosen
ja Jari Palomden viittely Uuno Saarnion per-
soonasta ja hdnen tieteellisten t6idensa merki-
tyksestd on herittanyt yllattivad mielenkiintoa
tyopaikkani kahvihuoneessa. Ndin erityisesti
vdittelyn kontinuumihypoteesia koskeva osa.
Koska lisdksi kuvittelen tietivani jotain konti-
nuumihypoteesista ja tista huolimatta minulla
on ollut vaikeuksia ymmartaa kaikkia vaittelys-
sd kdytettyja argumentteja, arvelin, ettd 16ytyi-
si lukijoita kirjoitelmalle, jossa yritettdisiin sel-
ventda sitd mistd kontinuumihypoteesiksi kut-
sutussa ongelmassa on kysymys.

Téhan pyrin talla kirjoituksella ja teen tdmaén tie-
toisena siitd, ettd lopputulos voi olla padinvastai-
nen. Puutun Pekosen ja Paloméen esittamista
virheellisistd vaittamistd vain niihin jotka kos-
kevat suoraan kontinuumihypoteesin ratkaise-
mista. [1]

Téman esityksen kannalta on itse asiassa yh-
dentekevidd, mitd kontinuumihypoteesi vaittaa.
Mainitsen sen kuitenkin: kontinuumihypotee-
sin mukaan jokaiselta reaalilukujen joukon osa-
joukolta on joko injektio luonnollistenlukujen
joukkoon tai surjektio reaalilukujen joukkoon.
Téaman David Hilbert valitsi ongelmaksi nume-
ro yksi vuodelta 1900 perdisin olevalle mate-
maatikkojen keskuudessa kuuluisalle avointen
ongelmien listalleen.



Pyrin vastaamaan seuraaviin kahteen kysy-
mykseen:

K1. Onko kontinuumihypoteesi avoin on-
gelma?

K2. Jos vastaus ensimmadiseen kysymykseen
on kylld, niin mitd kontinuumihypoteesin rat-
kaiseminen tarkoittaa?

Seuraavan pedanttisen huomautuksen lukija
voi sivuuttaa: Esitykseni yksinkertaistamisek-
si oletan koko ajan, ettd joukko-opin standardi
aksiomatisointi on ristiriidaton.

Avoin ongelma?

Ensimmadinen ylla olevista kysymyksista on
kompakysymys, silld vastaamalla siithen miten
tahansa vastaaja sitoutuu vaistamattd joihinkin
matematiikan perusteita koskeviin filosofisiin
nakemyksiin. Téstd seuraa, ettd kysymykseen ei
voi vastata tarkastelematta, Pekosen sanoja kayt-
tadkseni, runollisia metafooria.

Matematiikan perusteilla tarkoitan niita ka-
sitteitd ja tosina pidettyjd (?) periaatteita, joita
matemaatikko voi kayttdd todistuksissaan il-
man, ettd hdnen tarvitsee niita kasitteiden tapa-
uksessa méaritelld ja periaatteiden tapauksessa
todistaa tai mainita teoreemojensa oletuksissa.
Esimerkiksi funktion f:R?* -> R, f(x,y)=x+y, ole-
massa oloon tarvittavia periaatteita ei mainita
teoreeman oletuksissa vaikka tatd funktiota to-
distuksessa kaytettdisiinkin eika funktion kasit-
teen taustalla olevaa joukon kisitettd maaritel-
1a. Naita perusteita koskevilla filosofisilla nake-
myksilld tarkoitan vastausta kysymykseen mi-
ten ja milld perusteella ndimd periaatteet on va-
littu ja yleisemmin sitd mitd totuudella mate-
matiikassa tarkoitetaan.

Kokemukseni mukaan valtaosa matemaa-
tikoista sijoittuu akselille jonka toisessa paas-
sd on formalismi (sanan nykymerkityksessd) ja
toisessa realismi (liberaali platonismi), ndin sii-
takin huolimatta, etta filosofista nakemysta ky-
syttdessd vastaus olisi evvk. Tarkastelen siksi
vastausta ensimmadiseen kysymykseen ndiden
kahden ndkemyksen valossa. (Muitakin vaihto-
ehtoja toki on, esimerkiksi finitisti pitdisi koko
kontinuumihypoteesid roskana koska reaalilu-
kuja on vain dérellinen maara.)

Realisti uskoo, etti matemaattiset viitteet
puhuvat ihmismielestd riippumattomasta ob-
jektiivisesta todellisuudesta, jolloin matemaat-
tisten vaitteiden, vaikkapa “luonnollisten luku-
jen 4ja 7 summa on 117, totuudesta puhuminen
on mielekdstd. Matemaattiset véitteet ovat tal-
16in totta tai epétotta pitkélti samassa mieles-

sa kuin vaite “nyt sataa”. Erityisesti tdsta seu-
raa, ettd matemaattisilla véitteilld kuten konti-
nuumihypoteesi on totuusarvo, jolloin konti-
nuumihypoteesi on avoin ongelma. Realistille
Paul Cohenin tulos, ettd joukko-opin standar-
di aksiomatisointi ZFC ei ratkaise kontinuumi-
hypoteesia tarkoittaa, ettd kontinuumihypotee-
si on todistuvasti erittdin vaikea ongelma, tasta
enemman mydhemmin.

Formalisti ei usko, ettd matematiikka pu-
huu todellisuudesta. Formalistille matemaat-
tiset véditteet ovat vain sitd miltd ne ensisilma-
yksella kirjoitettuina ndyttavatkin eli merkki-
jonoja. Esimerkiksi védite “4+7=11" on kuuden
merkin jono, jossa vaikkapa toiseksi viimeinen
merkki on ”“1”. Formalistille matematiikka on
tiede, joka manipuloi ndita merkkijonoja yhdes-
sa sovittujen sadntojen avulla. Tatd manipuloin-
tia kutsutaan todistamiseksi. Formalistille ma-
temaattiset véitteet eivit ole tosia tai epatosia
vaan olioita, jotka kenties voidaan todistaa jois-
tain oletuksista ja joiden negaatio voidaan ken-
ties todistaa joistain muista oletuksista. Talloin
kysymys kontinuumihypoteesin avoimuudes-
ta on mieleton (paitsi jos kontinuumiongelman
ymmarretadn tarkoittavan sitd, voidaanko kon-
tinuumihypoteesi todistaa ZFC:ss4, tdsta enem-
mén tuonnempana). Cohenin tulos kertoo for-
malistille ettd ZFC sattuu olemaan sellainen
aksioomasysteemi, josta kontinuumihypoteesia
ei voi todistaa ja josta (jo Kurt Godelin tuloksen
nojalla) ei voi todistaa myoskadn sen negaatiota
— ei siis mitdan muuta.

Kirjassaan Pekonen toteaa: “Saarnio ei kuiten-
kaan koskaan uskonut Cohenin tulosta todeksi,
vaan jatkoi hérkapdisesti kontinuumihypotee-
sin tutkimista” ja ettd “Heikkild oli kuitenkin
niin Saarnion visioiden lumoissa, ettei hdn aa-
vistanut kontinuumihypoteesin todistamisen
matemaattista mahdottomuutta”. Koska tulevi-
en, erityisesti kuoleman jalkeisten, tapahtumi-
en aavisteleminen kuuluu Helsingin yliopistos-
sa viralliselle haamu-, aave- ja kummitusvas-
taavalle, tarkastelen tdssd sitd olisiko Saarnion
pitanyt uskoa kontinuumihypoteesin todista-
misen matemaattiseen mahdottomuuteen?

Kylla olisi, jos kontinuumihypoteesin todis-
tamisella tarkoitetaan sen todistamista ZFC:ssa
(tai jossain heikommassa aksiomasysteemis-
sd). En kuitenkaan usko Georg Cantorin tar-
koittaneen tdtd esittdessddn kontinuumihypo-
teesin avoimena ongelmana. Tétd epdilysta tu-
kee huomio, ettd Ernst Zermelo julkaisi ensim-
madisen joukko-opin aksiomatisoinnin 30 vuot-
ta sen jalkeen kun Cantor oli kontinuumiongel-



mansa esittanyt ja Abraham Fraenkel syntyi pit-
kalle toistakymmentd vuotta kontinuumiongel-
man esittamisen jalkeen.

Miten ratkaista

Oletamme téssd kappaleessa, ettd olemme vas-
tanneet ensimmadiseen kysymykseen myonta-
vasti.

Cohenin tuloksesta seuraa, ettd kontinuu-
mihypoteesia ei voi ratkaista nykyisin kaytossa
olevista matematiikan perusteista ldhtien. Nain
sanoessani en siis vaitd, ettd ZFC muodostai-
si matematiikan nykyiset perusteet, vaitan ai-
noastaan, ettd kaikki matematiikassa nykyaan
kaytetyt kasitteet voidaan madritelld ZFC:ssd ja
kaikki yleisesti hyvéksytyt periaatteet voidaan
todistaa ZFC:ssd — tdma lienee kiistatonta.

Kontinuumihypoteesin  ratkaisu edellyt-
tdd siten matematiikan perusteiden muutta-
mista. Voidaan kysyéd, onko timad mahdollista?
Vastaus tdhén on, ettd tietysti se on mahdollista,
historian kuluessa namé perusteet ovat muut-
tuneet useaan kertaan (ja aina vahvempaan
suuntaan). Edellisen kerran néin tapahtui viime
vuosisadalla: ensin joukko-opin kdyttdonotto ja
myShemmin valinta-aksiooman kéyton libera-
lisoituminen. Antiikin Kreikassa matematiikka
perustui geometriaan, jolloin edelld mainitun
funktion (x,y) -> x+y olemassaoloa vastasi tieto,
ettd x:n ja y:n pituisista janoista voidaan konst-
ruoida Eukleideen aksioomien avulla jana, jon-
ka pituus on x+y.

Nykyaédn funktion kasite on matematiikas-
sa niin abstrakti, ettd edelld mainittu peruste-
lu ei riitd osoittamaan yhteenlaskun olemassa
oloa funktiona (olemassa olo seuraa muutamas-
ta yleisesti hyvaksytystd joukkojen konstruktio-
periaatteesta). Toisaalta matematiikan nykyisin
kaytossa olevat perusteet mahdollistavat mate-
maatikolle vaikkapa Lebesguen mitaksi kutsu-
tun funktion kdyton todistuksissa. Vuonna 1850
tallaisen olion kaytto olisi ollut skandaali.

Kontinuumihypoteesin ratkaisulle asetetaan
siten seuraavat nelja vaatimusta.

V1: Esitettavd uudet (peruskésitteet ja) peri-
aatteet matematiikan perusteiksi.

V2: Perusteltava miksi esitetyt periaatteet
ovat hyvaksyttavat (todet, hyodylliset, ristirii-
dattomat ja/tai muuta vastaavaa).

V3: Saatava matemaatikkojen hyvaksynta
néille periaatteille (kun tietdd miten Cantorin
joukko-oppi otettiin vastaa, on luultavaa, ettd
taman vaatimuksen tayttaminen on mielipuo-

lisen vaikeaa, joskin vilkkaalla mielikuvituk-
sella varustettu lukija saattaa pystya kuvitte-
lemaan my®os tilanteen jossa tdimén vaatimuk-
sen ja siis myos vaatimuksen V2 tdyttdminen
on helppoa).

V4: Naytettavd, ettd ndiden periaatteiden
avulla kontinuumihypoteesi voidaan todella-
kin ratkaista.

Haluan kuitenkin korostaa, ettd mahdolli-
sesti poislukien Cantor, yksin kukaan ei ole on-
nistunut matematiikan perusteita muuttamaan.
Yleensd kysymyksessda on ollut pikemminkin
hidas kehitys.

Huolimatta poikkeuksellisen kovista vaati-
muksista, Cohenin tuloksen julkaisemisen jal-
keen ainakin yksi rohkea henkild on esittanyt
vakavasti otettavan ehdotuksen kontinuumihy-
poteesin ratkaisuksi, nimittdin Paloméden mai-
nitsema Hugh Woodin. Hénen ratkaisuehdo-
tuksensa kiistatta tayttad vaatimukset V1ja V4,
siitd kuinka hyvin ehdotus tayttda vaatimuk-
sen V2 kdyddan vilkasta keskustelua ja aina-
kaan taman kirjoitelman tekija ei usko, ettd eh-
dotus nykymuodossaan tayttaa koskaan vaati-
musta V3.

Johtopiidtoksii

Koska minulla ei ole aikomustakaan lukea Saar-
nion ratkaisuehdotusta (yllattavan moni on sen
lukenutja aina saamatta ehdotuksesta mitdan irti
—miksi mind olisin poikkeus; ks. vaikka Pekosen
vastaus Palomaelle, muitakin Saarnion ehdotuk-
sen lukeneita on), en ota kantaa sen laatuun ohi
alla olevien yleisten huomioiden, jotka seuraavat
edelld kerrotusta.

Vaikka haluaisikin pitda ylla toivoa, ettd Saar-
nion ratkaisuehdotus kontinuumihypoteesil-
le pitdd sisdllddn jotain matemaattisesti arvo-
kasta, on selvad, ettd Saarnio ei ole ratkaissut
kontinuumihypoteesia. Kiistatonta kun on, etta
Saarnion ehdotus ei tdaytd vaatimuksia V1-3.
Lisdksi minun on vaikea ymmartaa miksi joku
antaisi vaatimuksen V4 tiyttavan ratkaisueh-
dotuksen ilman, ettd ottaisi mitenkdan kantaa
vaatimukseen V1.

Ei ole uskottavaa, ettd henkil6 joka kyke-
nee antamaan vakavasti otettavan ratkaisueh-
dotuksen kontinuumihypoteesille, ei huomai-
si, ettd ehdotus perustuu niin radikaalisti uusil-
le kaésitteille, ettei niitd voi maaritella ZFC:ssa
ja/tai ilman todistusta tosina pidettaville peri-
aatteille, joita kukaan muu matemaatikko ei ole
ennen hintd kdyttanyt. Voidaanko ylipdataan



pitdé todistusta virheettoméana jos se perustuu
matematiikassa ennestddn tuntemattomille to-
siksi oletetuille periaatteille ilman, ettd tasta on
todistuksessa edes mainintaa?

Palomaki korostaa, ettd koska Saarnio kayt-
ti naiivia joukko-oppia, Cohenin tuloksesta ei
seuraa, ettd Saarnion ratkaisu on virheellinen.
Kuten edelld sanotusta jo kdy ilmi, Cohenin tu-
loksesta seuraa ettd kontinuumihypoteesin to-
distus on virheellinen niin kauan kun todistuk-
sessa kdytetyt periaatteet ovat niitd, joita mate-
matiikassa on tdhan saakka kaytetty. Se perus-
tuuko ehdotus johonkin formaaliin aksioma-
systeemiin vai ei on yhdentekevaa.

Kokonaan toinen kysymys on se kuinka va-
kavana tahrana sitd on pidettava, ettd Helsingin
Rikhardinkadun kirjaston johtaja ei harrastuk-
senaan onnistunut kontinuumihypoteesia rat-
kaisemaan. Siis siitdkin huolimatta, ettd Saarnio
teki harrastuksestaan julkisen. Monet kirjoitta-
vat harrastuksekseen kirjoja ja vieldpa julkaise-
vat niita.

VIITE

[1] Haluan kiittad Panu Raatikaista arvokkaista kom-
menteista, joita sain timéan kirjoitukseni valmis-
teluvaiheessa.
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