Fraktaalimatematiikan kauneus ja
kauheus ovat katsojan silmissa

Maarit Jarvenpaa

Pidatteko Sibeliuksen musiikista? Enta frak-
taalimatematiikasta? Vaikka ndiden kysymys-
ten vertailu saattaa vaikuttaa mahdottomalta,
yhtdldisyyksia 16ytyy yllattivan paljon — tar-
kasteltiinpa asiaa joko musiikin tai matema-
tilkan ammattilaisen nakokulmasta. Siing,
missd musiikin harrastaja joko pitdd tai ei
pidd kuulemastaan, musiikin ammattilainen
analysoi teoksen tonaalisia suhteita seka ryt-
millisid ja soinnillisia ominaisuuksia. Timan
analyysin tulos ei kuitenkaan ole sen tekijasta
riippumaton, mika niakyy selvasti esimerkiksi
sanomalehtien musiikkiarvosteluista.

“"Mieluummin vaikka kalanmaksadljyd kuin
Sibeliusta”, kirjoitti erds musiikkikriitikko
Sibeliuksen 4. sinfonian kantaesityksen jalkeen.
Sibeliuksen musiikin kauneus ja kauheus ovat
siis kuulijan korvissa. Fraktaalimatematiikkaa
koskevan kysymyksen tarkastelua varten pyrin
aluksi selvittiméan lyhyesti muutamia perus-
kasitteitd.

Fraktaali on matemaattinen késite, jolla tar-
koitetaan objektia, jonka rakenteessa on yksityis-
kohtia mielivaltaisen pienissd mittakaavoissa.
Mikali kdytettavissd olisi rajattomasti suurentava
mikroskooppi, jonka avulla fraktaaleja voitaisiin
tutkia, niiden rakenteessa havaittaisiin loputto-
masti yksityiskohtia: sdrgja, kulmia, mutkia,
kiemuroita jne.

Benoit Mandelbrot otti sanan fraktaali kayt-
toon 1970-luvulla. Se juontaa juurensa latinankie-
lisestd sanasta fractus, joka tarkoittaa murtunutta.
Fraktaalien hienorakenteesta johtuen perinteiset
geometrian tyokalut eivit sovellu niiden tutki-
miseen.

Adireton kiyri

Tarkastellaan esimerkkind erdstd fraktaalik-
lassikkoa, von Kochin kdyrad, joka on nimetty
keksijansd ruotsalaisen matemaatikon Helge
von Kochin mukaan. Kéyran konstruktio aloi-

tetaan janasta. Ensin janan keskeltd poistetaan
kolmannes ja poistettu kolmannes korvataan ta-
sasivuisen kolmion kahdella sivulla. Seuraavassa
vaiheessa sama menettely toistetaan jokaisella
edellisen vaiheen neljilld janalla. Jatkamalla ndin
loputtomasti tuloksena saadaan von Kochin kay-
ra. Tallaisen paattyméattomén konstruktion tulos-
ta on mahdotonta piirtdd, mutta k:nnen vaiheen
murtoviiva antaa siitd hyvan approksimaation
suurilla k:n arvoilla.

Miten tdmé joukko eroaa klassisen geometrian
kasitteistd? Verrataan sitd vaikkapa puoliympy-
rén kaareen ja pyritdan aluksi mittaamaan mo-
lempien pituudet. Puoliympyrén kaaren pituus
voidaan mitata helposti. Mikéli ympyrén sdde on
yksi metri, kaaren pituus on likimain 3,14 metrid.
Viiden metrin mittanauha riittdd siis mainiosti
kaaren mittaamiseen.

Kuinka pitkd mittanauha tarvitaan von
Kochin kdyrén pituuden mittaamiseen? Otetaan
konstruktion ldhtokohdaksi yhden metrin mit-
tainen jana. Ensimmadisessd vaiheessa metrinmit-
taisen janan keskeltd poistetaan kolmannes ja se
korvataan kahdella kolmasosametrin mittaisella
janalla.

Yhteensa janoja on siis nelja kappaletta ja jo-
kaisen pituus on !/ ,metrid, joten ensimmaisessi
vaiheessa murtoviivan kokonaispituudeksi saa-
daan /, metrid. Seuraavassa vaiheessa jokainen
ensimmdisen vaiheen jana korvataan neljalla
janalla, joiden pituus on kolmannesmetrin
kolmannes eli ('/))*> metrid. Toisessa vaiheessa
janoja on yhteensd 16 eli 4* kappaletta. Ndin
ollen toisen vaiheen murtoviivan pituudeksi
saadaan (*/,)* metrid.

Tastd voidaan paatelld seuraava yleinen
periaate: kaikille konstruktion vaiheille k mur-
toviivan pituuden lauseke on (*/)* metrii. Von
Kochin kdyran konstruktion jokaisessa vaiheessa
murtoviivaan lisdtddn uusia mutkia. Ndin ollen
kayran pituus on suurempi kuin minka tahansa
konstruktion vaiheen murtoviivan pituus. Ts.
von Kochin kédyran pituus on suurempi kuin
(4/)F kaikilla k:n arvoilla.



Riittdako siis viiden metrin mittanauha kay-
réan mittaamiseen?

Valitsemalla k:n arvoksi 6 ndhdéan, ettd kay-
rén pituus on suurempi kuin 5,6 metrid, joten
viiden metrin mittanauha ei riitd. Entd 500 metrin
mittanauha? Eipé riitd sekéén, silld k:n arvolla 22
saadaan pituudelle alaraja 560 metrid.

Mahtaako von Kochin kdyra yltaa suoristet-
tuna Helsingistd Jyvaskylaan? Kylld vaan! Tama
huomataan valitsemalla k:lle arvoksi 45.

Otetaan aurinkokunta avuksi. Onko kayra pi-
dempi kuin maan ja kuun valinen etdisyys? Kylla
on! Tdma nadhddan valitsemalla k:n arvoksi 70.

Nayttaa siltd, ettd Kochin kdyrédn pituus on
suurempi kuin mika tahansa luku. Matematiikan
kielelle kddnnettynd tdma tarkoittaa sitd, ettd
kayran pituus on déreton.

Edelld todettiin, ettd ympyrdkaaren pituus
riippuu ympyran siteestd. Mitd suurempi sade,
sitd pitempi on ympyran kaari. Von Kochin kéyra
ei tallaista sdd@nt6d noudata. Aloitetaanpa konst-
ruktio mink4 tahansa pituisesta janasta, saadaan
tuloksena aina kdyré, jonka pituus on dareton.

"Dimensio’ tulee avuksi

Pituusmitta ei siis paljon kerro von Kochin kay-
rasta eikd siten sovellu sen kuvaamiseen.

Millaisella mitalla von Kochin kayrda sitten
olisimahdollista mitata? Fraktaalimatematiikassa
oikean mitan valinta liittyy ldheisesti dimension
késitteeseen. Dimensio on erddnlainen joukon
kokoa mittaava parametri. Intuitiivisesti on
selvad, ettd jana on yksiulotteinen, neli6 on kak-
siulotteinen ja kuutio kolmiulotteinen, ts. janan
dimensio on yksi, nelién kaksi ja kuution kolme.
Dimensio mé&rdd sen mitan, jonka avulla jouk-
koa voidaan mitata. Janaa voidaan mitata 1-ulot-
teisella mitalla eli pituusmitalla. Kaksiulotteista
neli6td mitataan 2-ulotteisella mitalla eli pinta-
alamitalla, kun taas kuutiota mitattaessa valitaan
3-ulotteinen mitta eli tilavuusmitta.

Metrinmittaisen janan pituus on 1 metri.
Nelio, jonka sivun pituus on 2 metrid, on pinta-
alaltaan 4 neliémetrid. Ja jos kuution sivun pituus
on 3 metrid, on sen tilavuus 27 kuutiometria.
Jokainen mittaustulos on siis nollaa suurempi
luku.

Mitd ndissd esimerkkitapauksissa kdy, jos
valitaan ulottuvuudeltaan vadard mitta? Mika
on esimerkiksi nelion tilavuus? Nelié voidaan
tulkita kuutioksi, jonka korkeus on nolla. Koska
kuution tilavuus saadaan kertomalla pohjan
pinta-ala kuution korkeudella, saadaan nelién

tilavuudeksi nolla. Vastaavasti janan pinta-ala
ja tilavuus ovat nollia.

Entd mikd on kuution 1-ulotteinen mitta eli
pituus? Kéytetddn pituuden mittaamiseen mit-
tanauhaa, jota tungetaan kuution sisdan. Mitd
ohuempi mittanauha on, sitd enemman sitd
mahtuu kuution sisdédn. Erityisesti ddrettoman
ohutta mittanauhaa voidaan laittaa kuution si-
sddn ddrettoman paljon ja ndin ollen kuution pi-
tuudeksi saadaan ddreton. Vastaavasti ndhdéén,
ettd kuution pinta-ala ja nelion pituus ovat myds
ddrettomid. Ulottuvuudeltaan oikea mitta antaa
siis kaikissa ndissd esimerkeissa vastaukseksi
positiivisen luvun.

Mitta, jonka ulottuvuus on suurempi kuin
tutkittavan joukon dimensio, antaa tulokseksi
nollan, kun taas mitta, joka on ulottuvuudeltaan
tutkittavaa joukkoa pienempi, antaa vastauksek-
si ddrettdman.

Aikaisemmin todettiin, ettd von Kochin kay-
rén pituus on ddretoén. Kdyran pinta-ala on myds
helposti laskettavissa ja se osoittautuu nollaksi.
Tamén tulkinnan mukaan pituus ja pinta-ala
eivdt sovellu kdyran mittaamiseen, koska ne
ovat ulottuvuudeltaan vadrdnsuuruisia mittoja.
Osoittautuukin, ettd von Kochin kidyran dimen-
sio on suurempi kuin yksi ja pienempi kuin kak-
si. Tama voidaan tulkita siten, ettd kdyrd on janaa
suurempi joukko, mutta neliétd pienempi.

Kéyrdan dimension tarkan arvon laskemi-
nen ei kuitenkaan ole aivan suoraviivaista.
Fraktaalidimensiota laskettaessa joukkoa mita-
taan siten, ettd tiettyd kokoa pienemmat epdsaan-
nollisyydet jatetdan aluksi huomioimatta. Timan
jalkeen ndiden mittaustulosten kayttaytymista
tarkastellaan, kun fraktaalin hienorakennetta
huomioidaan yha tarkemmin ja tarkemmin.
Tamad voidaan muuttaa matemaattiseksi lausek-
keeksi, josta laskemalla saadaan janalle, nelidlle
ja kuutiolle juuri ne dimensioiden arvot, jotka
vastaavat mielikuvaa.

Von Kochin kédyrdn dimension arvoksi saa-
daan likimain 1,26. Kdyran dimensio ei siis ole
kokonaisluku. Vastaavasti, kuten janan, nelién ja
kuution tapauksissa, on olemassa 1,26-ulotteinen
mitta, joka antaa von Kochin kdyran mitaksi nol-
laa suuremman luvun ja vieldpé niin, ettd mitan
arvo on sitd suurempi mita pidempijana otetaan
kayran konstruktion ldhtokohdaksi.

Piditteko fraktaalimatematiikasta?

Fraktaalimatematiikan pikakurssi on suoritettu
ja voimme palata kysymykseen “Pidétteko frak-



taalimatematiikasta?” Kysymyksen arviointipe-
rusteet riippuvat siitd, onko vastaaja soveltava
matemaatikko vai ei.

Matematiikka voidaan karkeasti jakaa kah-
teen osaan: puhtaaseen ja soveltavaan. Annetaan
jalleen Sibeliuksen musiikin tahdittaa ndiden ka-
sitteiden analysointia. Jotkut pitédvit Sibeliuksen
musiikista. Joillekin se ei ole kalanmaksadljya
kummempaa. Ambulanssin hélytysddni on
puolestaan hydédyllinen, mutta luultavasti se
ei monia inspiroi taiteellisella kauneudellaan.
Sibeliuksen musiikkia lienee mahdotonta arvi-
oida sen hyodyllisyyden perusteella eikd hély-
tysddnen leimaaminen huonoksi taiteeksi ole
oikeudenmukaista. Arviointikriteerit ovat siis
erilaiset, mikd on my6s puhtaan ja sovelletun
matematiikan oleellinen ero.

Talld vertauksella en suinkaan tarkoita sitd,
ettd puhdas matematiikka on taidetta ja sovelta-
va matematiikka pelastaa ihmishenkid, vaan sitd,
ettd soveltavassa matematiikassa matematiikka
on tyokalu, jonka avulla pyritddn ratkaisemaan
esimerkiksi luonnontieteisiin, taloustieteeseen
tai ladketieteeseen liittyvid ongelmia, kun taas
puhdas matematiikka on matematiikkaa mate-
matiikan vuoksi. Siind ongelmat ammennetaan
usein matematiikan sisdltd. Tam& johtaa yha
abstraktimpiin matemaattisiin teorioihin, joilla
on yha vahemmain yhteyksid arkipaivan koke-
muksiin ja sovelluksiin.

Fraktaalimatematiikkaa arvioidessaan sovel-
tava matemaatikko korostanee ensisijaisesti sitd,
kuinka hyvin sen avulla voidaan kuvata tutkit-
tavaa ilmiota tai laatia siitd ennusteita. Monissa
sovelluksissa klassisen geometrian Kkaisitteet
riittavat. Esimerkiksi planeettojen liikeratoja
voidaan approksimoida ellipsien avulla, vaikka
lilkeradat eivit aivan tarkasti ellipsejd vastaa-
kaan. Mutta entd jos halutaan kuvata vaikkapa
pilven reunaa tai taivaan rannalla nakyvaa met-
sdn rajaa? Pilvet eivéit ole palloja eikd metsdn
raja ole suora. Joskus tdllaisia lukuisia pienid
yksityiskohtia sisaltdvid rakenteita tai ilmidita
tutkittaessa sovelletaan fraktaalimatematiikkaa.
Esimerkkind mainittakoon liikenneruuhkien, to-
pografisten pintojen ja alueellisten sademé&éarien
mallintaminen.

Joissakin tilanteissa fraktaalimatematiikka
on parempi tyokalu kuin joissakin toisissa. Se
ei siis ole ihmeitd tekevd monitoimikone, jonka
kapasiteetti on rajaton. Koska soveltavalle mate-
maatikolle matematiikan kauneus tarkoittaa sen
toimivuutta tyokaluna, on fraktaalimatematiik-
ka joko kaunista tai kauheaa — riippuen siitd,
millaisen ongelman sen avulla haluaa taltuttaa.

Onhan kirveskin kauhistus, mikili tavoitteena
on fileoida ahven, mutta halkojen hakkaamiseen
se kdy mainjosti!

Pieleen meni, Poincaré!

Siirrytdan lopuksi puhtaaseen matematiikkaan
ja 1800-luvun loppupuolelle. Tuolloin konst-
ruoitiin matematiikan historian ensimmadiset
fraktaalit — tosin tdtd nimitystd niistd ei vield
silloin kaytetty.

Néiden konstruktioiden tarkoituksena oli
osoittaa vaariksi joitakin aiemmin totena pidet-
tyja matemaattisia uskomuksia ja aluksi niitad
pidettiin lahinnd kiusallisina erikoistapauksina.
Véhitellen yksittdisistd esimerkeistd rakentui ma-
tematiikan kauhugalleria, kun osoittautui, ettd
epdsaannolliset poikkeukset olivatkin luultua
yleisempid. 1800-luvun vaikutusvaltaisimpiin
ranskalaisiin matemaatikoihin kuuluva Charles
Hermite kuvasi tata kehitysta “valitettavaksi ru-
toksi”, jolle hdn kadnsi selkénsé “pelon ja kauhun
sekaisin tuntein”.

Hermite ei jadnyt yksin taistelemaan ruttoa
vastaa. Annettaessa tuon ajan matemaatikoille
mahdollisuus valita kalanmaksaoljyn ja fraktaa-
limatematiikan vélilla kalanmaksadljylle 16ytyi
paljon kannattajia. Esimerkiksi Henri Poincaré
kirjoitti huolestuneena:

” Aikaisemmin uusi funktio keksittiin johonkin
kdytdnnon tarpeeseen; tdnddn niitd keksitdan
nimenomaan siksi, ettid niilld voidaan osoittaa
edeltdjiemme ajattelun puutteet eiké niista kos-
kaan saada johdetuksi mitdan muuta.”

Pieleen meni, Poincaré! Vastustuksesta huoli-
matta epétavallisten erikoistapausten tutkimus
kehittyi erddksi 1900-luvun yleisimméksi mate-
maattiseksi teoriaksi, mitta- ja integraaliteoriaksi.
Ja juuri téssa teoriassa ovat fraktaalimatematii-
kan juuret.

Ovatko fraktaalit siis matematiikan kaunis-
tus vai kauhistus? Mitd tahansa matematiikan
kauneudella tarkoitetaankaan, alkutaipaleellaan
1800-luvun lopulla fraktaalit olivat monelle kau-
histus. Uudet ajatukset, joista loppujen lopuksi
kehittyi matemaattisia peruskasitteitd, leimattiin
aluksi merkityksettomiksi ja jopa vaarallisiksi.
Nyt yli 100 vuotta my6hemmin on tietenkin
helppoa jalkiviisastella — onhan matematiikan
kehitys osoittanut varhaiset pelot turhiksi.



Kauneuskriteerit ja digitaalinen
aurinkokello

Matematiikkaa pidetddn usein luotaantyonta-
vand tieteenalana. “Mieluummin vaikka kalan-
maksaoljyé kuin mink&én sortin matematiikkaa”
lienee monen maallikon motto. Mit4 siis ylipaa-
taan tarkoitetaan puhtaan matematiikan kauneu-
della? Mielestdni se on tapa yhdistelld ideoita
matemaattisten lainalaisuuksien 16ytamiseksi.

Matemaattinen tulos on kaunis, kun se koko-
aa hajallaan olevat palapelin palat yhteen, vaikka
alunperin néytti silté, etteivit palat valttamatta
edes kuulu samaan palapeliin.

Néama kauneuskriteerit tayttyviat esimerkiksi
seuraavassa fraktaalimatematiikan tuloksessa.
Tavoitteena on loytdd ikivanhan ajanmittarin
— aurinkokellon - digitaalinen vastine. Yksin-
kertainen aurinkokello on helposti tehty:
maahan upotetun kepin varjo kertoo kellon
ajan. Digitaalista aurinkokelloa varten keppi
korvataan esineelld, jonka varjo tiettynd ajan-
hetkend ndyttda kyseisen ajan digitaalisesti.
Onko tdllaista objektia olemassa? Vastaus on
mydnteinen, mikéli sallitaan, ettd digitaalisen
aurinkokellon nédyttéruudulla saa nédkya lisdksi
hyvin pienid hairioita.

Digitaalisen aurinkokellon rakentamisessa
taikasana on fraktaali. Aurinkokellon keppi
korvataan fraktaalilla, joka muistuttaa séle-
kaihdinta, jossa eri asennoissa olevia séleitd on
ddrettdméan paljon ja niistd kukin muodostaa

varjoja eri tavoin. Konstruktio on mutkikas ja
se tehdddn ddrettdman monen vaiheen kautta
kuten von Kochin kdyrékin. Digitaalinen aurin-
kokello on siis matemaattinen objekti, jota ei ole
konkreettisesti mahdollista rakentaa. Ainakaan
vield.

Konstruktio on peréisin skotlantilaiselta ma-
temaatikolta Kenneth Falconerilta 1980-luvulta.
Samaa ideaa on myShemmin sovellettu myos
muilla matematiikan alueilla ja se on osoittau-
tunut mainioksi avuksi matemaattisen palapelin
rakentajille. Se téyttda nédin ollen edelld mainit-
semani kauneuskriteerit.

Yleisesti hyviaksyttyja esteettisid ohjenuoria
ei matematiikassa kuitenkaan ole. Loppujen lo-
puksi fraktaalimatematiikan kauneus ja kauheus
ovat siis katsojan silmissa.
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