Tutkiva matematiikan oppiminen

peruskoulussa

Erkki Pehkonen

Jotta koulun matematiikanopetuksessa paastai-
siin rutiiniopetuksesta ja kyettdisiin kehitta-
main myos korkeamman tason ajattelutaitoja,
on rakennettava sellaisia oppimisymparistoja,
joissa luovan ajattelun avulla yllettdisiin ym-
martdmisen kehittymiseen. Usein opettajatkin
ajattelevat, etti matematiikassa tarvitaan ensi-
sijaisesti logiikkaa ja ettei luovuudella ole pal-
jonkaan tekemista matematiikan oppimisen
kanssa. Toisaalta jos tarkastelemme matemaa-
tikkoa, joka luo uutta matematiikkaa, emme voi
sivuuttaa luovuuden merkitysta hianen toimis-
saan.’Avoimien tehtivien’ kdyttiminen edistad
matematiikanopetuksen kehittimisti tahan
suuntaan.

Koulukasvatuksen tarkoituksena on joka maassa
kehittdd oppilaista itsendisid, oma-aloitteisia,
kriittisesti ajattelevia, motivoituneita ja monipuo-
lisesti taitavia kansalaisia, jotka selvidvat niissd
erilaisissa yhteiskunnallisissa tilanteissa, joita he
kohtaavat my6hemmin elaméssaan. Siksi koulu-
kasvatuksen keskeinen kysymys on, minkalai-
nen opetus on optimaalista tdlle tavoitteelle. Ide-
oita sithen suuntaan pyritaan kehittimaan tassa
artikkelissa.

Yleensd ihmiset ajattelevat, ettd luovuudella ja
matematiikalla ei ole mitdédn tekemistd toistensa
kanssa. Tama perustunee ihmisten koulumuis-
toihin, jotka ovat hyvin samansuuntaisia ja jois-
sa matematiikka yhdistyy vahvasti laskemiseen.
Mutta matemaatikot ovat tiukasti eri mieltd. Esi-
merkiksi Kiesswetter (1983) vaittad, omiin koke-
muksiinsa perustuen, ettd joustava ajattelu on
erds tairkeimmistd ominaisuuksista, joita menes-
tyksekéds ongelmanratkaisija tarvitsee. Ja mate-
matiikka on ennen kaikkea ongelmanratkaisua.
Toisaalta joustava ajattelu on yksi neljasta luo-
vuuden komponenteista. Toinen ndkdkulma asi-
aan saadaan Bishopin (1981) ajatuksesta, ettd
matematiikassa tarvitaan kahta hyvin erilaista,

toisiaan tdydentavda ajattelumoodia: Luovaa
ajattelua, jolle on tyypillistd “intuitio”, ja analyyt-
tista ajattelua, jolle “logiikka” on ominaista. Ver-
baalisuus on aina yksiulotteisena yhdistettévissa
logiikkaan, kun taas visuaalisuus liittyy intuiti-
oon, tavallisimmin kaksi- tai kolmiulotteisena.
Saman idean esitti my6s Wachsmuth (1981) pu-
huessaan ajattelun “logiikka-moodista” ja “ren-
toutumis-moodista”.

Jos tarkkailemme matemaatikon (tai jonkin
muun alan tiedemiehen) toimintaa hanen ldhes-
tyessddn uutta tehtdvad, toteamme ettd hdn
yleensd ensin kokeilee erilaisilla erikoistapauksil-
la. Namad ensimmaiset kokeilut ovat useimmiten
satunnaisia, mutta ne vihitellen asettuvat tiet-
tyyn suuntaan — tall6in matemaatikon mielessa
herdé ajatus mahdollisesta ratkaisusta. Kokeilu-
jen perusteella hédn saattaa asettaa hypoteesin,
jota yrittdd todistaa oikeaksi. Siksi luova toimin-
ta on oleellinen osa matematiikan tekemista eli
ongelmien ratkaisemista.

Luovuus ja looginen ajattelu

Luovuus on késite, joka on koettu hankalaksi
madritelld. Kirjallisuudessa esiintyy monenlaista
kuvailua luovuudelle, mutta yhtaén yleisesti hy-
vaksyttdvad madritelmad, jonka kaikki luovuus-
tutkijat (tai suurin osa luovuustutkijoista) voisi-
vat hyviksyd, ei ndyttdisi olevan. Kun méaritte-
ly ei ole ollut mahdollista, niin on ollut tyypillis-
td kuvailla luovuus sellaisten henkildiden kayt-
taytymisen kautta, joita yleisesti pidetdan luovi-
na. Erilaisissa luovuutta késittelevissa kirjoissa
voidaan lukea Arkhimedeen “Heureka”-koke-
muksesta sekd Darwinin vuosia kestaneesta tie-
tojen kerddmisestd ja jarjestimisestd ennen ideaa
evoluutiosta.

Miltei jokainen tutkija on muotoillut kirjalli-
suudessa oman versionsa maaritelmasta. Matti



Bergstrom maéaérittelee luovuuden “toimintona,
jossa yksilo tuottaa jotakin uutta ja ennalta méaa-
radmatontd” (Bergstrom 1984, 159). Edelleen han
ottaa kdyttoon kasitteet “arkipdivan luovuus” ja
“sunnuntailuovuus”: Ensimmadinen késite liittyy
sellaisten uusien assosiaatioiden 16ytamiseen,
jotka ovat ennustettavissa, kun vain assosioitavat
elementit tunnetaan. Sen sijaan todellinen luo-
vuus (jalkimmadinen) vaatii erityiset olosuhteet
eikd sitd voida saavuttaa intentionaalisesti eika
mekaanisin menetelmin.

Luova ajattelu voidaan maaritelld loogisen
ajattelun ja divergentin ajattelun tavoitteellisena
yhdistelména. Divergentti ajattelu perustuu in-
tuitioon, mutta silld on tietoinen tavoite. Kun yk-
silo soveltaa luovaa ajattelua kdytannoélliseen
ongelmanratkaisutilanteeseen, han ensimmaises-
sd vaiheessa tuottaa divergentin ajattelun avulla
useita mahdollisia ideoita. Jotkut niistd nayttavat
soveltuvan ongelman ratkaisun tuottamiseen.
Naistd tehddan yhteenveto loogisen ajattelun
avulla. Samoin ratkaisun tarkistamiseen kéyte-
tadn loogista ajattelua.

Tasapaino logiikan ja luovuuden vélilld on
hyvin térked. Jos yksilo painottaa loogista ajatte-
lua liian paljon, hin vastaavasti vaimentaa luo-
vuuttaan. Mitd logiikassa voitetaan, se luovuu-
dessa menetetddn, ja pdinvastoin. Luovuus vaa-
tii kehittydkseen toiminnanvapautta ylenmaarai-
sestd paineesta ja kontrollista. Sddntojen ja algo-
ritmien, jotka ovat jonotoimintoja, jatkuva paino-
tus saattaa estdd luovuuden ja ongelmanratkai-
sutaitojen kehittymisen. Sellaiset oppimisympa-
rist6t, jotka tarjoavat oppilaille mahdollisuuksia
tutkimiseen, non-verbaaliin ilmaisuun, laborato-
riotydskentelyyn ja moniaistiseen oppimiseen,
voivat antaa oppilaille mahdollisuuksia saavut-
taa uusia tasoja matematiikassa.

Tiedon merkitys ongelmanratkaisuprosessissa
on hyvin tunnettu ja yleisesti hyvaksytty. Mutta
tutkimukset ovat néytténeet, ettd kuten liian va-
hén tietoa my®6s liian paljon tietoa voi alentaa ih-
misaivojen informaationprosessointikykya ja te-
hokkuutta; siksi nima molemmat saattavat aset-
taa esteen luovuudelle. Yksil6, joka on saanut yk-
sipuolisen tietopainotteisen kasvatuksen saattaa
olla kyvyton kdyttdmaan luovuuttaan, koska vas-
taavia osia hdnen aivoistaan ei ole harjoitettu riit-
tavasti, mutta sen sijaan estdvid osia enemmankin.

Nyky-yhteiskuntamme painottaa ja palkitsee
erityisesti jonotoimintoja. Koulussa korostetaan
oppilaiden sanallista itseilmaisua (seka verbaali-
sesti ettd kirjoitettuna) ja erilaisten sdantdjen seu-
raamista. Luovuusvoimavarojen aktivointi nayt-
tdd olevan valttamaton edellytys onnistuneelle

ongelmanratkaisulle. Toisaalta omaehtoinen on-
gelmanratkaisu edistdad oppilaiden luovuutta.
Mutta kédytettyjen ongelmien pitdisi olla oppilail-
le sopivan tasoisia, koska heidédn olisi koettava
onnistumiselamyksid, jotta motivoituisivat jatka-
maan ongelmien ratkaisemista.

Tutkimustehtivit ratkaisuna koulussa

Matematiikka ei ole vain laskemista, vaan ope-
tuksen paamadrana pitdisi olla my6s ymmarta-
minen. Tavanomaista kouluopetusta on syytetty
siitd, ettd se pitdd toimintaa ja kontekstia, jossa
oppiminen tapahtuu, taysin erillisend. Psykologi-
set tutkimukset ovat kuitenkin osoittaneet, etta
oppiminen on vahvasti tilannesidonnaista. Uu-
simmat oppimispsykologiset tutkimukset ovat
mm. vahvistaneet hypoteesin, ettd tosiasioiden ja
toimintojen oppiminen tapahtuu erilaisin meka-
nismein. Téastékin syystd koulun matematiikan-
opetukseen olisi liitettdva uusia elementtejd. Ta-
vanomainen opetus soveltuu hyvin tosiasioiden
oppimiseen, mutta toimintatapojen oppimiseen
tarvitaan uusia menetelmié.

Viimeisen kahdenkymmenen vuoden aikana
on ainedidaktisen tutkimuksen puitteissa kehi-
tetty matematiikanopetukseen menetelmid, jotka
sopivat yhteen konstruktivistisen oppimisnéke-
myksen kanssa. Yrityksid vastata ndihin vaati-
muksiin voidaan 16ytda olemassa olevasta kirjal-
lisuudesta. Erds useasti kirjallisuudessa kuvailtu
opetusmalli on avoimien tehtdvien kéyttaminen
ymmartdmisen ja luovuuden edistamiseksi.

Ongelmanratkaisulla on pitkd perinne koulu-
matematiikassa. Yleensa sitd on opetettu (ja jois-
sakin kouluissa opetetaan edelleenkin) “mallista
oppimisen” menetelmalld: ts. opettaja nédyttaa
ratkaisumenetelmaén joillakin esimerkeilld, jota
oppilaat sitten soveltavat samankaltaisiin ongel-
miin. Aina silloin tall6in téllaista opetustyylid on
kritisoitu muodolliseksi ja kaavamaiseksi, mutta
kaikki yritykset saada opetus muutetuksi pois
formaaleista opetusmenetelmisté ovat epaonnis-
tuneet.

Tassa artikkelissa ldhtokohtana on sellainen
ongelman maaritelmd, joka ndyttdd yleistyvan
kirjallisuudessa: Sellaista tehtavatilannetta kut-
sutaan ongelmaksi, missa yksilé on pakotettu yh-
distdimé&an ongelman ratkaisemiseksi olemassa
olevaa tietoaan (hénelle) uudella tavalla. Jos hdan
heti tunnistaa tehtdvan ratkaisemiseksi tarvitta-
vat toimet, niin kyseinen tehtdva on hénelle rutii-
nitehtdva. Siis késite “ongelma” on suhteellinen
- se on aina sidottu aikaan ja henkil66n.



Edelleen tehtdvéan sanotaan olevan avoin, jos
sen alku- tai lopputilanne ei ole tarkasti maaritet-
ty. Avoimien tehtdvien ratkaisemisessa oppilailla
on vapaus tuoda mukaan lisdoletuksia ratkaisu-
prosessin aikana. Talloin he kdytannossa paatyvéat
erilaisiin, mutta aivan yhta oikeisiin tuloksiin. Sik-
si avoimilla tehtévilld on tavallisesti useita oikeita
vastauksia. Avoimiin tehtdviin kuuluvat mm. ar-
kielam&n ongelmat, ongelman asettaminen, on-
gelmakentit (tai ongelmajonot), ongelmat ilman
kysymystd, ongelmamuunnokset (“entd—jos”-me-
netelmd), projektityot ja tutkimustehtévat. Tutki-
mustehtavalle (investigation) on tyypillistd, ettd al-
kutilanne on annettu. Sen puitteissa saa oppilas
itse muotoilla ongelmansa ja ratkaista sen. Kéytet-
tdessa avoimia tehtdvid matematiikanopetuksessa
saavat oppilaat mahdollisuuden tyoskennelld ak-
tilvimatemaatikon tapaan.

Tutkimustietoon liittyvid esimerkkejd avoimi-
en tehtdvien koulusovellutuksista 16ytyy ongel-
makenttien muodossa esimerkiksi julkaisusta
Pehkonen (1997a). Nditd on myos tyostetty kou-
luopetuksen suuntaan (esim. Pelikonen 1994, Ros-
si & Pehkonen 1995, Pehkonen 1997b).

Uuteen opetuskulttuuriin

Tutkimukset ovat osoittaneet, ettd suurimpana
esteend yrityksissd kehittdd koulujen matematii-
kanopetusta avoimien tehtdvien kdyttamisen
suuntaan ndyttdd olevan opettajien matematiik-
kakuva (ts. heidan késityksensa siitd, millaista on
hyvd matematiikanopetus). Taméa kuva, joka
pohjaa syville opettajan perususkomuksiin ma-
tematiikasta ja sen opettamisesta ja oppimisesta,
ohjaa vahvasti heiddn opetusratkaisujaan. Jos
avoin opetus ei kuulu opettajan opetuskasityk-
seen, niin sen toteutus ei nédytd olevan tuloksel-
lista, vaikka opettaja olisi koulutettu ko. opetus-
menetelmaan. Siksi opettajan omat uskomukset
ja késitykset ovat avainasemassa.

Uskomukset (beliefs) muodostuvat yksilon
subjektiivisten kokemusten pohjalta ja ovat aika-
moisen pysyvid havainnointitapoja, jotka tavalli-
sesti siséltavat myos tunnelatauksen. Kasitykset
(conceptions) ymmarretddn yksilon tietoisina us-
komuksina, joille yleensd voidaan antaa myos
perustelu.

Laskutaitoa ja ymmirtimisti

Koulun matematiikanopetuksen pitédisi tahdata
sekd laskutaitojen hankkimiseen ettd ymmarta-
miseen. Kumpikaan néistd ei yksin riitd, koska

runsas laskeminen ei vield lisdd ymmartamista
eikd myo6skaan laskutaito lisddnny pelkdstaan
ymmartdmisen myo6ta. Siksi koulun matematii-
kanopetuksen tavoitteena olisi oltava laskutaito-
jen ja ymmartamisen kehittdminen ja mielekas
yhteenpunominen.

Kun kouluopetuksessa siirrymme rutiiniongel-
mien ratkaisemisesta luovaan ongelmanratkai-
suun, on olemassa vaara, ettd ongelmanratkaisu-
menetelmien (heuristic strategies) opettamisesta
tulee uusi joukko opittavia sdantdja. Ja ndin olisim-
mejalleen opettamassa rutiineja. Timéansuuntaisia
ehdotuksia on ollut luettavissa kirjallisuudessa jo
1980-luvulta asti. Jotta emme tekisi ratkaisustrate-
gioista uutta opetussisiltdd, olisi oppilaiden an-
nettava itsendisesti ratkaista ongelmia — 16ytaa ja
muotoilla omia, itsekehitettyja ongelmanratkaisu-
menetelmid. Vasta téllainen itsetyOstetty tieto voi
jaada yksilon kayttoon myShemminkin —ja ennen
kaikkea tieto siitd, ettd pystyy tarvittaessa kehitta-
madn itse ratkaisumenetelman.

Tietokoneiden kehittyessd on ihmisilla tule-
vaisuudessa aina enemman aikaa luovaan toi-
mintaan, esimerkiksi luovaan ongelmanratkai-
suun. Jotkut puhuvat innostuneesti myos tieto-
koneiden mahdollisuuksista ongelmanratkaisus-
sa (artificial intelligence). Tietokone voi parhaim-
millaan kehittdd kéayttdjansa loogista ajattelua,
esimerkiksi Master Mind -tyyppisilld peleilla.
Tietokone ei pystyne kuitenkaan koskaan saavut-
tamaan ”sunnuntailuovuuden”-tyyppista luo-
vaa toimintaa, silld se tyoskentelee aina ohjel-
mointinsa puitteissa — siksi sen ajattelu on jono-
maista, ei holistista.
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