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Viimeisimman maailmaa kiertdvén ajanvietteen
Sudokun ratkaisemiseen riittdd vain kokonaislu-
kujen osaaminen. Néin ollen Sudokun harrastajat
ovat selvasti kokonaislukujen lumoissa. Mutta
miten tullaan alkulukujen lumoihin?

Matematiikka on pitkdn historiansa aika-
na kasvanut valtaviin mittoihin. Sen abstrakti
luonne ja kumulatiivinen rakenne estavét lahes
taydellisesti matematiikan katedraalin matalien-
kin tornien huippujen nakymisen maanpinnalla
seisoville tavallisille kansalaisille. Poikkeuksen
muodostaa kokonaislukujen kisittely eli arit-
metiikka, jota voidaan pitdd matematiikan hel-
poimmin ldhestyttdvand alueena. Aritmeettiset
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tai hienommin sanottuna lukuteoreettiset ongel-
mat voidaan usein esittdd kaikille ymmarretta-
vélla tavalla.

Ongelman esittdmisen helppous ei kuiten-
kaan aina takaa helppoa ratkaisua. Esimerkiksi
Pierre Fermat esitti vuonna 1637, ettd yhtalolla
x"+y" = z" ei ole kokonaislukuratkaisuja, kun
n>2. Héan sanoi 16ytdneensa asialle “ihmeelli-
sen todistuksen”, muttei esittdnyt sitd. Tama ns.
Fermat'n suuri lause on vilittomasti ymmarret-
tavissa. Niinpd ammattimatemaatikkojen lisaksi
myds harrastelijat yrittivat 16ytaa sille todistus-
ta, mutta turhaan. Helsingin yliopiston mate-
matiikan laitoksellakin oli ennen kokonainen
kokoelma tillaisia matematiikan rakastajien to-
distusyrityksid, jotkut jopa Fermat'n tapaan la-
tinaksi. Niistd 16ytyi fataali virhe yleensd melko
nopeasti. Lauseen todisti lopulta vuonna 1994
englantilainen matemaatikko Andrew Wiles
vuosien uurastuksen jilkeen. Todistus on tois-
tasataa sivua pitkd ja perustuu niin moninaisesti
moderniin matematiikkaan, ettd jo sen ymmar-
tdminen on huikea suoritus. Fermat'lla ei ollut
mitddn mahdollisuuksia konstruoida Wilesin
todistusta.

On melko helppoa keksid aritmeettisia hypo-
teeseja, jotka nayttavat patevan kaikille kokeilluil-
le luvuille, mutta joiden todistaminen oikeaksi tai
vadrdksi on hirvittdvan vaikeata. Vadraksi todis-
tamiseen riittdd 16ytad vastaesimerkki eli yhdet
luvut, joille hypoteesi ei pade. Koska kokonaislu-
kuja on daretdon madr4, ei edes tietokoneella voi-
da kdyda lapi kaikkia mahdollisia vaihtoehtoja.
Ndin ollen se, ettei vastaesimerkkid ole 16ydetty,
ei ratkaise hypoteesia suuntaan eika toiseen. Ai-
noa ratkaisumahdollisuus on matemaattinen to-
distus. Fermat'n lause saatiin todistetuksi yli 350
vuoden kuluttua sen esittimisestd, mutta lukui-
sat muut viattoman nikéiset vanhat hypoteesit
odottavat edelleen todistajaansa.

Monet néistd hypoteeseista liittyvat alkulu-
kuihin eli positiivisiin kokonaislukuihin, jotka
ovatjaollisia vain yhdelld ja itselldan. Alkulukuja
ovat1,2,3,5,7,11,13,17,19, 23 jne. Jo Eukleides
osoitti, ettd alkulukuja on daretén maaré, joten
niitdkdan koskevia hypoteeseja ei voida todis-
taa kokeilemalla. Esimerkiksi Christian Goldbach
esitti vuonna 1742, ettd jokainen kahta suurem-
pi kokonaisluku voidaan esittdd kahden alkulu-
vun summana (3=1+2, 4=1+3, 5=2+3 jne). Tatd
yksinkertaista véitettd ei ole vieldkdan pystyt-
ty osoittamaan sen paremmin todeksi kuin epa-
todeksikaan.
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Riemann ja yleistajuisuus?

Talla perusteella voisi luulla, ettd Alkulukujen lu-
moissa -niminen yleistajuinen kirja esittelisi sellai-
sia alkulukuihin liittyvid tuloksia, joita voidaan
helposti késitelld ilman korkeampaa matematiik-
kaa. Kirjan nimilehdelta 16ytyy kuitenkin alaot-
sikko Bernhard Riemann ja matematiikan suurin
ratkaisematon ongelma. Tama saattaa kirjan ai-
van toiseen valoon. “Matematiikan suurin rat-
kaisematon ongelma” ei tunnu asialta, joka sopisi
yleistajuiseksi tarkoitettuun kirjaan. Ja kuka on
Bernhard Riemann ja miten hén liittyy asiaan?

Kirjan esipuheesta kdy ilmi, ettd Bernhard Rie-
mann oli saksalainen matemaatikko, joka nimi-
tettiin elokuussa 1859 vain 32-vuotiaana Berliinin
tiedeakatemian kirjeenvaihtajajaseneksi. Tavan
mukaan uusi jdsen esitteli akatemialle tutki-
musalaansa sopivalla julkaisulla. Riemannin
tutkielman nimi oli “Annettua lukua pienempien
alkulukujen lukumdiristid”. Tutkielmassa Riemann
kehitti tarkastelunsa apuvalineeksi funktion, jo-
ta han kutsui zeta-funktioksi. Neljannelld sivulla
Riemann ohimennen teki timéan funktion nol-
lakohtiin liittyvan huomautuksen sanoen, ettd
hién ei heti keksinyt todistusta asialle, mutta se
ei haittaa, koska asia ei ole valttiméaton hianen
tutkimukselleen.

Tatd todistamatonta huomautusta ruvettiin
my6hemmin kutsumaan Riemannin hypoteesiksi.
Sitd pidetdan nykydan yleisesti matematiikan tér-
keimpéna ratkaisemattomana ongelmana. Hypo-
teesin myohemmin vakiintunut muotoilu on:

Kaikkien zeta-funktion epitriviaalien
nollakohtien reaaliosa on puoli

Kuten nidkyy, monista muista lukuteoreettisis-
ta hypoteeseista poiketen Riemannin hypotee-
sin sisdlt6 ei aukea maallikolle. Itse asiassa se
ei aukea edes kaikille matemaatikoille. Tama
ei kuitenkaan viahenna hypoteesin merkitysta.
Hypoteesia ei ole innokkaista yrityksistda huo-
limatta vieldkdan pystytty todistamaan oikeak-
si eikd my06skaddn vadrdksi. Todistamisyritykset
ovat kuitenkin synnyttaneet lukuisia uusia ma-
temaattisia tuloksia. Lisdksi on olemassa suuri
madrd matemaattisia julkaisuja, jotka optimisti-
sesti alkavat: “Oletetaan, ettd Riemannin hypo-
teesi patee.”

Nykyéén asioiden tiarkeyttd mitataan usein
rahassa. Riemannin hypoteesi parjaa tassakin.
Amerikkalainen Clay Institute on vuonna 2000
luvannut miljoonan dollarin palkinnon sen to-



distamisesta oikeaksi tai vaaraksi. Palkinto on
epdilematta lisinnyt kiinnostusta Riemannin hy-
poteesiin. Ainakin se on lisdinnyt aiheesta kirjoi-
tettujen yleistajuisten teosten madraa. Pelkastaan
Yhdysvalloissa ilmestyi vuonna 2003 kolme suu-
relle yleisolle tarkoitettua kirjaa Riemannin hy-
poteesista. Yksi ndistd on nyt kdsiteltdvana oleva
John Derbyshiren teos.

Matematiikkaa porras portaalta

John Derbyshire on syntynyt 1945. Matematiikan
opiskelun jalkeen hén on tyéskennellyt pank-
kiirina ja tietokoneohjelmoitsijana. Sittemmin
Derbyshire on siirtynyt vapaaksi kirjailijaksi ja
kolumnistiksi. Sanomalehtikirjoituksissaan han
on késitellyt laajaa kirjoa asioita historiasta po-
lititkkaan ja rotukysymyksiin herédttden monesti
voimakkaita sympatioita ja antipatioita.

Derbyshire ilmoittaa esipuheessa paatarkoituk-
sensa olevan Riemannin hypoteesin ja sen tarke-
yden selittimisen “alykkédélle ja uteliaalle, mutta
matemaattisesti oppimattomalle lukijalle”. My6-
hemmin héan tarkentaa laht6tasoksi lukion mate-
matiikan suorittamisen edes valttavasti ilman
derivaattaa ja integraalia. Taméan lisdksi Derbys-
hire haluaa antaa kuvan Riemannista ihmisend ja
matemaatikkona 1800-luvun Euroopassa.

Tallainen tavoite yleistajuiselle kirjalle kuu-
lostaa mahdottomalta toteuttaa. Riemannin
hypoteesin selittiminen ilman korkeampaa ma-
tematiikkaa ei yksinkertaisesti ole mahdollista.
Ndin ollen kirjailijan on tavoitteeseen paastak-
seen pakko aloittaa teos korkeamman matematii-
kan erikoiskurssilla. Tahdn matematiikan kurssiin
kirjailija haluaa lisdksi niveltda historiallisen kat-
sauksen alkulukujen tutkimuksesta ja 1800-luvun
Euroopasta sekd Riemannin eldmékerran.

Derbyshiren ratkaisu ndiden erilaisten teemo-
jen késittelyyn on kuljettaa niitd lomittain. Kirjan
parittomissa luvuissa johdetaan alkulukujen tut-
kimuksen ja Riemannin hypoteesin selittimiseen
tarpeellista matematiikkaa aivan alkeista ldhti-
en. Parillisissa luvuissa taas esitellddn historial-
lista ja eldménkerrallista aineistoa, tdrkeimpéana
Riemannin eldma.

Kirjailija ilmoittaa pyrkineensa siihen, ettd na-
ma kaksi teemaa olisivat olleet itsendisid. Tama
oli kuitenkin liian kunnianhimoinen ajatus, ma-
tematiikan historiaa ei pysty kuvaamaan puhu-
matta mitddn matematiikasta. Silti jako toimii
ylldttavan hyvin.

Derbyshire véittad itsetietoisesti, ettei han us-
ko Riemannin hypoteesia voitavan selittda kayt-

tamalld yhtaan alkeellisempaa matematiikkaa
kuin hdnen kdyttdmansa. Esityksensa hyvyydes-
td varmana hén esittda haasteen lukijalle: “Jos et
ymmaérrd hypoteesia luettuasi tdimén kirjan, et
ymmarrd sitd koskaan.” Haaste on, varmaankin
tarkoituksellisesti, aivan liian kategorinen.

Sen sijaan kirjailijan matematiikan ldht6tasoa
koskeva viite voi hyvinkin olla totta. Derbyshire
ldhtee aivan peruskoulutasosta liikkeelle, joten
hénen askeliaan on helppo kenen tahansa ldh-
ted seuraamaan. Derbyshire etenee hyvin mate-
matiikan esittelyssddn kayttden asiaa valaisevia
esimerkkejd ja méaritellen huolellisesti uudet ka-
sitteet. Ongelmaksi voi tulla, ettd noustessaan
vihitellen porras portaalta korkeammalle mate-
matiikan katedraaliin kirjailija ei hidasta etene-
mistd ilman ohetessa ymparilld. Niinpad hdnen
tahdissaan etenevé lukija joutuu yha useammin
pysahtelemééan henked haukkoen tai jopa palaa-
maan hetkeksi alempaan runsashappisempaan
kerrokseen uutta vauhtia ottamaan.

Etenkin loppulukujen ymmartdmista olisi
huomattavasti auttanut hieman taydellisempi
kasitteiden esittely. Toisaalta, kun nytkin sivu-
ja on yli 400, on ymmarrettdvaa, ettd kirjailija
“kustantajan jo hamutessa moottorisahaansa”
ei laventanut matemaattisen osuuden loppu-
nousuja, vaikka ne saattavatkin ottaa koville.
Lukija joutuu esimerkiksi luvussa 17 ottamaan
tukea sellaisista huojuvaisista kiinnekohdista ku-
ten: “"Matriisien laskusdannot esitelldan kaikissa
kelvollisissa algebran oppikirjoissa, joten minun
ei tarvitse késitelld niitd tdssd” tai “Riittakoon sa-
noa, ettd ne ovat olemassa” tai ” Valitettavasti en
voi ndyttda” tai “Usko minua. Se on olemassa.”
Lis&ksi tekija toteaa ohimennen luvussa 8 oletta-
vansa, ettd lukija tuntee Einsteinin yleisen suh-
teellisuusteorian idean. Ei ihme, jos lukijaa alkaa
nousu huimata. Varsinkin kaiken matematiikan
huipentava luku 21 on haastavaa luettavaa, jos-
kin ahkeralle uurastajalle myos palkitsevaa.

Suomalaisen lukijan iloksi kirjassa esitelldan
my6s “kuuluisa Lindel6fin hypoteesi”, joka se-
kin on edelleen avoin kysymys. Derbyshire sanoo
sen esittdjan, Helsingin yliopiston matematiikan
professorin Ernst Lindel6fin (1870-1946) olevan
pohjoismaisen matematiikan suuren sankarin,
suomalaisen patriootin, joka osallistui innok-
kaasti tuoreen valtion eldmdan. Viimeksi mainit-
tu kuvaisi mielestdni enemmaén hénen isdansa,
todellista valtioneuvosta Lorenz Lindel6fid.

Kokonaisuutena matemaattinen osuus on
urhea yritys luoda matalalta perustalta nouse-
va torni, joka yltdd Riemannin hypoteesiin saak-
ka. Siind Derbyshire onnistuu, jos ei tiydellisesti,

TIETEESSA TAPAHTUU 1/2007



niin kuitenkin ihailtavan hyvin. Lukijan on to-
sin tdytettdvd Derbyshiren ehtojen “&lykés ja
utelias” lisdksi vield vaatimus “kéarsivallinen”,
ennen kuin hdn pystyy olemaan varma, ettd por-
taat jalkojen alla kestavét astumisen. Lukija saa
kiivetessadn ylimaaraisend bonuksena nakymia
moneen eri matematiikan haaraan algebrasta
analyysiin ja kaaosteoriasta todennédkoisyyslas-
kentaan. Melko ylhaalld kurkistetaan jopa kvant-
timekaniikan puolelle.

Riemann — 1800-luvun Einstein?

Parillisissa luvuissa esitellddn sitten histori-
allista ja elamékerrallista aineistoa. Niistd en-
simmadisessa tekijd ”sijoittaa Riemannin omaan
aikaansa ja paikkaansa” kuvailemalla Euroopan
oloja 1800-luvun alussa. MyShemmin esitelldan
huomattavia matemaatikkoja, jotka ovat olleet
kiinnostuneista alkuluvuista. Sijansa saavat ma-
temaatikkojen ruhtinas Carl Friedrich Gauss,
uskomattoman tuottelias Leonhard Euler, Rie-
mannin hypoteesin maineen sinetéija David Hil-
bert ja monet muut.

Péddosassa on kuitenkin Bernhard Riemann
(1826-1866), erds uuden ajan omaperdisimpid
ja nerokkaimpia matemaatikkoja, joka mullisti
kaiken, mihin hén tarttui. Lukijalle valittyy kos-
kettava kuva puutteessa eldvéasta darimmadisen
ujosta nuoresta miehestd, jolle perheenjdsenet
olivat ainoita laheisid. Riemannin terveys oli ai-
na heikko eikd hdnen taipumuksensa depressii-
visyyteen parantanut tilannetta. Riemann ehti
julkaista vain vdhadn, mutta jokainen hanen jul-
kaisunsa mullisti matematiikkaa ja fysiikkaa. On
sanottu, ettd jos Riemann olisi saanut elda kau-
emmin, hanesta olisi tullut 1800-luvun Einstein.
Itse asiassa Einstein saa kiittdd yleisestd suhteelli-
suusteoriastaan Riemannia, joka loi sen muodos-
tamiseen tarvittavan matemaattisen koneiston.
Vaikuttaa epatodenndkoiseltd, ettd kukaan muu
ennen Einsteinia vaikuttanut matemaatikko oli-
si pystynyt samaan tyohon.

Riemannilla oli voimakkaasti visuaalinen mie-
likuvitus. Han julkaisi matemaattisista ndyistaan
vain padkohdat, silld hdnelld ei ollut malttia ryh-
tya tarkan todistuksen pitkdaikaiseen muotoi-
luun seuraavan uuden ndyn jo hahmottuessa
hédnen mielessddn. Derbyshire vertaa osuvasti
Riemannia trapetsitaitelijaan, joka lennattaa it-
sensd rohkeasti matematiikan avaruuteen var-
mana siitd, ettd heilahduksen padssa keskelld
taivasta, on jotain, mistd ottaa kiinni. Riemannin
kayttamien menetelmien omaperéisyys ja hdnen
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tulostensa laajakantoisuus ovat antaneet mate-
maatikoille tutkimusaiheita meidan paiviimme
asti ja antavat vieldkin.

Kirjan lopussa on 36 sivua tekstiin liittyvid
huomautuksia, aakkosellinen hakemisto seka
VIII sivua teoksessa mainittujen matemaatikko-
jen muotokuvia alkuperétietoineen. Kansikuvan
alkuperastd en 16ytanyt tietoa.

Kulttuuriteko ja sujuva suomennos

Totesin alussa, ettd Derbyshiren matemaattisen
tutkimustyon kansantajuistamisyritys tuntui mah-
dottomalta toteuttaa. Kirjan luettuani minun on
todettava, ettd hdn on kuitenkin paassyt yllattavan
lahelle tavoitettaan. Kirja on hyva, monin paikoin
jopa loistava. Sitd lukiessa tulee vakuuttuneeksi,
ettd Derbyshire on paitsi matematiikan hyva kan-
santajuistaja my6s ensiluokkainen kirjailija.

Kaikesta huolimatta kirjaa ei voi pitda var-
sinaisena suuren yleison kirjana. Ei-matemaa-
tikoilla on varmasti vaikeuksia matemaattisen
esityksen seuraamisessa. Sitd voi kuitenkin yrit-
tda lukea proosana, silld teoksessa on lukuisia
kiehtovia huomioita ja kuvauksia, jotka vievét
lukijan mukanaan, vaikkei hdnella olisikaan kér-
sivallisyyttd paastd perille kaikesta. Uskoisin, et-
td kirjan esityksen seuraaminen antaa enemman
eldamyksid kuin Sudokujen ratkaiseminen.

Sopiva dlykkdiden ja uteliaiden lukijoiden
kohderyhma olisi ainakin Tieteessd tapahtuu -
lehden lukijakunta. Voisin suositella kirjaa my®os
lukiolaisille. He saattaisivat saada siitd kuvaa to-
dellisen matematiikan lumouksesta. Matemaa-
tikot 16ytdisivat varmasti kirjasta nautittavaa,
etenkin sen aikakauden ja matemaatikkojen ku-
vauksista, mutta my6s matemaattisen osuuden
helmista. Saattaapa sieltd 16ytyad sellaistakin, mi-
téd ei ole ennen tullut ajatelleeksi.

Kustantaja Kimmo Pietildistd on jdlleen syyta
kiittda kulttuuriteosta. Matematiikan yleistajui-
nen esittdiminen ei kuulu tavallisesti suomalais-
ten kustantajien mielenkiinnon kohteisiin saati
sitten ndin uskalias yritys. Terra Cognita on ihail-
tava poikkeus. Juha Pietildisen hyvd suomennos
on sujuvaa ja sen matematiikan osuus korrek-
tia. Viimeksi mainitusta lankeaa ansio myds Rie-
mannin hypoteesin suomalaiselle asiantuntijalle,
professori Matti Jutilalle, joka on tarkastanut ka-
sikirjoituksen. Toivottavasti kirja tavoittaa ansait-
semansa laajan lukijakunnan.

Kirjoittaja on matematiikan professori emeritus Hel-
singin yliopistossa.



