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Ratkesiko kolmen kappaleen ongelma sata vuotta

sitten?

Mauri Valtonen

Tana vuonna tuli kuluneeksi sata vuotta Karl Frit-
hiof Sundmanin julkaisusta Acta Mathematica -
aikakauslehdessa, jossa osoitettiin, ettd niin sano-
tulla kolmen kappaleen probleemalla on ratkai-
su. Kyseessa oli jo Newtonilta perdisin oleva van-
ha probleema, jossa kysyttiin, mita tapahtuu kun
kolme taivaankappaletta vetda toisiaan puoleen-
sa Newtonin vetovoimalain mukaisesti. Ratkaisua
etsittiin kuumeisesti parhaiden tiedemiesten voi-
min. Ongelma oli todettu mahdottomaksi ratkais-
ta, kun aivan yllattden Karl Sundman Helsingin yli-
opistosta esitti sille ratkaisun. Tapausta pidettiin
niin merkittavang, etta Ranskan Tiedeakatemia
myonsi Sundmanille Pontecoulantin palkinnon,
erityisesti kaksinkertaiseksi korotettuna, tunnus-
tuksena tasta tieteellisesta lapimurrosta.

Tassd kirjoituksessa en kdy tarkemmin lépi
Sundmanin menetelmii, joista voi lukea muu-
alta (esim. Raimo Lehti, Arkhimedes 4, 2000).
Lyhyesti voidaan todeta, ettd tehtdvénd on esit-
tdd matemaattinen kaava, josta voidaan laskea
kunkin kappaleen paikka annetulla ajanhetkel-
12 sen jélkeen, kun kappaleet on pédstetty liik-
keeseen toistensa suhteen. Esimerkkiné voidaan
ajatella maapallon, kuun ja auringon muodos-
tamaa kolmen kappaleen probleemaa, kun pla-
neettojen aiheuttamat hairiot liikkeeseen sekd
vuorovesivoima ja muut komplikaatiot jitetdan
huomiotta. Voidaan kysy4, missd kuu ja aurin-
ko ovat maapallon suhteen esimerkiksi kymme-
nen vuoden pddsti, ja voisiko kuu pudota maa-
han tillé vilin. Téllaista torméysté ei tietenkddn
ole mitddn syytd odottaa, mutta jos meilld ei ole
ratkaisua kolmen kappaleen ongelmaan, sitd ei
voi myoskddn ehdottomasti sulkea pois. New-
ton kertoi, ettd tdmédn ongelman ajattelu tuotti
hénelle padnsaryn.

Sundman esitti ratkaisun sarjakehitelméan
muodossa. Se vaatii useiden lukujen yhteenlas-
kua tietyn kaavan mukaisesti, ja kun lukuja on
ynnitty tarpeeksi, saadaan tieto kappaleiden
paikoista. Sundmanin menetelmén vaikeutena
onkin kysymys, mikd on tarpeeksi. Aina kun
otetaan uusi sarjan termi mukaan, tulos muut-
tuu hiukan, eikd se ndytd tuottavan tarkkaa
tulosta missddn &érellisessd laskuajassa. Viktor
Brumberg testasi Sundmanin menetelmai kah-
den kappaleen liikeradan laskuun, missd vas-
taus on tiedossa: Keplerin ellipsirata. Hén totesi,
ettd ynnddmalld 1 700 termid saadaan jokseen-
kin hyva tulos. Mutta kolmen kappaleen prob-
leemassa taytyisi laskea niin monta termid, ettd
minkain tietokoneen kapasiteetti ei riita siithen.

Miki ndin ollen oli Sundmanin ratkaisun
merKkitys sata vuotta sitten? Silloin, kuten nyt-
kin, pidettiin tarkedna, ettd ratkaisun tiedettiin
olevan olemassa periaatteellisella tasolla. Ei voi-
tu sanoa, miten kolme kappaletta liikkuvat toi-
sensa suhteen edes kvalitatiivisesti. Sundmanin
saavutus oli kieltimittd merkkipaalu matema-
tilkan historiassa, mutta téhtitieteessd, kuten
edelld mainitussa maapallon, kuun ja auringon
ongelman ratkaisussa siitd ei ollut apua. Kui-
tenkin Helsingin yliopistossa, kuten monessa
muussakin yliopistossa, Sundmanilla oli legen-
daarinen maine.

Kun menin Cambridgen yliopistoon vuon-
na 1971 jatko-opiskelijaksi, minut ohjattiin suo-
raan Sverre Aarsethin luo: hin tulisi toimimaan
ohjaajanani. Aarseth ilmoitti, ettd tutkimukseni
aihe on kolmen kappaleen probleema, ja sanoi,
ettd eiko tama olekin sopivaa, kun tulen Sund-
manin yliopistosta. Sitd paitsi samassa Helsin-
gin yliopistossa Paul Kustaanheimo oli muuta-
ma vuosi aikaisemmin kehittinyt menetelmin,
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milld kolmen kappaleen liikeratoja voitiin todel-
la laskea, ja ndhdd minne ne kappaleita johta-
vat. Hénen kasittadkseen ndmad kaksi herraa oli-
vat jopa koko yliopiston kuuluisimmat henkil6t
tahtitieteen ja sovelletun matematiikan alalla.
Aarseth oli hammistynyt, kun purnasin aihet-
ta vastaan. Jos kerran kolmen kappaleen ongel-
ma on ratkaistu jo vuonna 1913, kuten jokainen
Helsingissa tiesi, niin miksi minun pitisi yrittaa
saada siitd vield jotain irti. Seuraavaan tapaami-
seen Aarseth kutsui mukaan William Saslawn
jolla oli uusi idea kolmen kappaleen probleeman
kaytosta astrofysiikassa. Se saikin minut innos-
tumaan aiheesta.

Aarseth oli ryhtynyt ratkaisemaan tietoko-
netta kdyttden niin sanotun N-kappaleen ongel-
maa, missd tutkitaan suuren kappalemdiran
(N=kappalemiari) liikkeitd Newtonin vetovoi-
man alaisuudessa. Fred Hoyle oli antanyt hinel-
le timén viitoskirja-aiheen, eikd ty tietenkddn
valmistunut sdddetyssd kolmen vuoden ajassa.
Aarseth sai tohtorin tutkintonsa vuonna 1963, ja
jatkoi sitten saman ongelman parissa Hoylen lai-
toksen tutkijana. Tultaessa vuoteen 1970 hénel-
le oli kaynyt selviksi, ettd N-kappaleen ongelma
ei ratkea ennenkuin vilituloksena ratkaistaan
kolmen kappaleen ongelma. Kun Sundmanin
menetelmésta ei ollut tassd apua, han paatti ottaa
kaksi jatko-opiskelijaa sitd ratkaisemaan. Toi-
nen oli Douglas Heggie Skotlannista, ja minun
onneni oli paéstd toiseksi opiskelijaksi. Aarseth
jakoi tyon puoliksi, Heggie ratkaisee ns. siron-
taongelman (yksi tdhti tulee kaukaa ja tormaa
kaksoistahteen) ja mind katson, mitd tapahtuu
kun kaikki kolme kappaletta ldhtevit liikkeelle
ldhelta toisiaan.

Kuten arvata saattaa, ndmakin aiheet olivat
lilan laajoja loppuun vietdviksi kolmessa vuo-
dessa. Tavallaan voidaan sanoa, ettd ndiden kol-
men vaitoskirjan tulokset valmistuivat vasta
2000-luvulla. Silloin ilmestyi Cambridge Uni-
versity Pressin julkaisemana kirjasarja, jonka
aloitti Aarseth vuonna 2003, sitd seurasi Doug-
las Heggien ja Piet Hutin teos samana vuonna
sekd minun ja Hannu Karttusen kirja The Three
Body Problem vuonna 2006. Voimme sanoa, ettd
Sundmanin ongelma on ratkaistu myds kaytan-
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non tasolla.

Sundmanin vaikutus ulottui selvisti viela
1970-luvun alkuun, jolloin aloitin tutkimukseni.
Koska kappaleiden paikkakoordinaatit oli mah-
dollista esittdd suppenevan lukusarjan muodos-
sa, joskin ddrimmadisen pitkind sarjoina, yleisesti
oletettiin, ettd kolme kappaletta viihtyvit hyvin
toistensa seurassa. Ajateltiin, ettd niiden liikera-
dat voivat olla hyvinkin mutkikkaita - siitd oli jo
nayttéd numeeristen ratalaskujen muodossa -
mutta ne eivit kuitenkaan koskaan paasisi taysin
eroon toisistaan. Tatd mieltd oli myos professori
Archie Roy, joka toimi viitoskirjani tarkastaja-
na. Hin kysyi, olinko ratalaskuissani kertaakaan
havainnut systeemid, jossa yksi kappale olisi
karannut muilta. Tahdn minun téytyi vastata, etta
tutkittuani 25 000 rataa en ollut 16ytinyt yhta-
kddn, misséd ndin ei olisi kdynyt. Osoittautui, ettd
Roy ei ollut ehtinyt lukea véitoskirjaani loppuun.

Kolmen kappaleen liikeradat ovat todella mut-
kikkaat, jopa siind méérin, ettd niiden kuvaami-
seen on parempi kayttdd statistisen fysiikan kei-
noja kuin perinteistd liikeratojen piirtelyd. Yksi
kappale pakenee aina, mutta sen pakonopeut-
ta ja muita ominaisuuksia on ldhes mahdotonta
ennustaa. Mutta jos tutkimme vaikka sataa hajoa-
mista, hajoamisnopeuksien jakauma noudattaa
tiettyd statistisen fysiikan avulla johdettua kaavaa.
Téssa mielessd kolmen kappaleen probleeman
ratkaisu muistuttaa esimerkiksi radioaktiivisen
atomin ytimen hajoamista. Myds Heggie péitte-
li, ettd kolmen kappaleen sironnassa on parasta
soveltaa atomifysiikasta tunnettuja sirontakaavo-
ja. Henri Poincare oli jossain méarin ennakoinut
néitd tuloksia omissa toissdan jo edelliselld vuo-
sisadalla. Mainittakoon, ettd vaiteltydan Helsin-
gin yliopistossa vuonna 1901 Sundman matkusti
johtaviin eurooppalaisiin tutkimuskeskuksiin ja
sai vahvoja vaikutteita erityisesti Poincarelta seki
hénen koulukunnaltaan Pariisissa, missd kolmen
kappaleen probleema oli yksi keskeisid tutkimus-
aiheita. Tdssd mielessd Sundman oli my6s Poin-
caren oppilas. Sundmanin viitoskirjan ohjaaja oli
Oskar Backlund Pulkovon observatoriosta.

Kuun, maapallon ja auringon muodostama
kolmen kappaleen ongelma on taas esimerk-
ki hierarkisesta kolmen kappaleen ongelmasta.



Siina kaksi kappaletta muostaa parin eiké kol-
mas kappale joudu radallaan koskaan niiden
lahelle. Tésséd tapauksessa ongelmaa lahestytdan
hiirityn ellipsiradan pohjalta, jota on tutkittu
jo 1700-luvulta lahtien. Mainittakoon vaikkapa
Euler, Lagrange, Laplace ja suomalainen Lexell
alan pioneereina. Tassdkin on tapahtunut edis-
tystd tietokoneiden ansiosta, silld nyt pystytdan
entistdi paremmin maérittimidn hierarkisen
systeemin stabiilisuuden ehdot. Voidaan esi-
merkiksi sanoa, ettd kuun syoksymisestd maa-
han ei ole vaaraa ainakaan ldhimpien miljardien
vuosien aikana. Stabiilisuus on tullut kiinnos-
tavaksi etenkin viime aikoina, kun on keksitty
uusia planeettakuntia muiden tihtien ympérilta.
Nidma planeettakunnatkit voivat hajota, jos sta-
biilisuusehto ei tiyty, kuten ilmeisesti on tapah-
tunut sille planeettakunnalle, josta on lahtoisin
hiljattain keksitty “irrallinen’, ilman emitahted
oleva planeetta.

Missd sitten nakyy Sundmanin vaikutus tdimén
paivén tihtitieteessd? Aarseth kuului ilman muu-
ta Sundmanin ihailijoihin, vaikka hin ei pys-
tynytkddn kéyttimédan suoraan hyviksi Sund-
manin sarjakehitelmid. Hinen menetelmansi
N-kappaleen ongelman ratkaisussa ovat nykyi-
sin laajalti kéytdssd aurinkokunnan tutkimuk-
sesta aina kosmologiaan asti. Seppo Mikkola,
jonka opastin alalle Suomeen palattuani, on toi-
minut yhteistyossd Aarsethin kanssa jo vuosien
ajan. Ratalaskumenetelmii voisi kutsua (ja usein
kutsutaankin) Aarsethin-Mikkolan menetelmik-
si. Niiden avulla tutkitaan maailmankaikkeuden
suuren mittakaavan syntyd, musta-aukkosys-
teemien kehitystd ja monia muita tutkimuksen
etulinjan aiheita. Turussa muiden muassa Pekka
Heinamaki ja Pasi Nurmi ovat Mikkolan ohella
erikoistuneet néihin tutkimusaiheisiin.

Sundman olisi varmasti hdmmastynyt, jos oli-
si vield kanssamme, kuinka laajalle astrofysiik-
kaan kolmen kappaleen probleeman ratkaisut
ovat edenneet. Itse hin ei ollut juurikaan kiin-
nostunut astrofysiikasta ja epdili muun muassa
suhteellisuusteorioiden patevyyttd. Jaakko Tuo-
minen kertoi my6hemmin ensi kohtaamises-
taan Sundmanin kanssa. Tuominen kysyi vii-
toskirjan aihetta, jolloin Sundman sanoi: "Ald

vaivaudu, kaikki on jo tutkittu” Sundmanilla oli
varmasti mielessi kolmen kappaleen probleema.
Tdstd sisuuntuneena Tuominen meni Osloon
opiskelemaan Svein Rosselandin johdolla, ja toi
muutaman vuoden padstd valmiin vaitoskirjan
Sundmanille tarkastettavaksi. Rosseland, Niels
Bohrin ja Oskar Kleinin entinen oppilas, oli ast-
rofysiikan uranuurtajia, joka sovelsi kvanttime-
kaniikan uusia metodeja téhtien tutkimukseen.
Sundman vei Tuomisen tyon tarkastusproses-
siin, vaitoskirja hyviksyttiin, ja aikaa myoten
Tuominen perusti astrofysiikan koulukunnan
Helsingin yliopistoon. Sundmanin vaikutus
jatkui Helsingin observatoriolla vield pitkddn
hénen seuraajansa Gustaf Jarnefeltin aikana.

Jarnefeltin jadtyd elikkeelle Helsingin yli-
opistossa syntyi vilkas keskustelu hinen seu-
raajastaan ja erityisesti siité, pitdisikd seuraajan
edustaa Sundmanin maineikasta tutkimuslinjaa,
vai olisiko syyti siirtyd uudempaan astrofysiik-
kaan. Sundmanin linjaa ldhimpana katsottiin
olevan Kustaanheimon, jonka tasavallan presi-
dentti nimitti (akateemikko Yrjo Viisdlan neu-
vosta) vuonna 1969 tahtitieteen professoriksi
moninaisten vaiheiden jilkeen. Osa observato-
rion nuoremmista opettajista oli tyytyméttomia
ratkaisuun. He kutsuivat mielenosoituksellisesti
muiden laitosten opettajia neuvonpitoon obser-
vatoriolle, tilaisuuteen, jota on sittemmin kut-
suttu observatorion valtaukseksi. Kokous lahetti
vaatimuksia suoraan yliopiston johdolle. Kus-
taanheimon olisi varmasti ollut helppo yhtya
vaatimuksiin, mutta hin kuitenkin pahoitti mie-
lensé tapahtuneesta siind méarin, ettd hin siirtyi
Ko6penhaminaan jatkamaan tieteellistd uraan-
sa. Ndin 44 vuoden aikaperspektiivilld sen ajan
kiista kolmen kappaleen probleeman ja astro-
fysiikan paremmuudesta tuntuu jossain méaérin
huvittavalta, kun muistetaan, ettd jo samoihin
aikoihin kolmen kappaleen astrofysiikka nousi
keskeiseen asemaan tahtitieteen tutkimuksessa,
ja on sitd edelleenkin.

Kirjoittaja on Turun yliopiston tahtitieteen profes-
sori.
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